63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/7 VvV 7

Ulohy doméci &sti |. kola kategorie C

1. Uréete, jaké nejmensi hodnoty miZe nabyt vijraz V.= (a —b)2 + (b—c)* + (¢ — a)?,
splnugi-li realna cisla a, b, ¢ dvojici podminek

a+3b+c=06,
—a+b—c=2.

RESENI. Seétenim obou rovnic zjistime, ze b = 2. Dosazenim za b do nékteré z nich
vyjde ¢ = —a. Plati tedy V = (a — 2)? + (2 + a)? + (—2a)?. Po umocnéni a secteni
zjistime, 7ze V = 6a? + 8 = 8. Rovnost nastane, pravé kdyz a =0, b =2 a c = 0.

Hledané nejmensi hodnota vyrazu V je tedy rovna 8.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Uréete nejmensi hodnotu vyrazu V = 5+ (z — 2)2, x € R. Pro ktera z ji vyraz nabyva?

2. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu W = 9—ab, kde a, b jsou redlna ¢isla splnujici
podminku a + b = 6. Pro které hodnoty a, b je W minimélni? [W = (a — 3)? 2> 0]

3. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu Y = 12—ab, kde a, b jsou redlna ¢isla splnujici
podminku a + b = 6. Pro které hodnoty a, b je Y minimélni? [Y =3+ W 2 3]

4. Urcete nejveétsi moznou hodnotu vyrazu K = 5+ ab, kde a, b jsou redlna ¢isla spliujici
podminku a + b = 8. Pro které hodnoty a, b je K maximélni? [K = 5+ 8a — a® =
=—(a—4)2+21<21,a=0b=4]

5. Necht a, b, ¢, d jsou takova redlna éisla, ze a + d = b + ¢. DokaZzte nerovnost
(a—b)(c—d)+ (a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) 2 0. [C-54-T1-1]

6. Pro kladna realna cisla a, b, ¢, d plati

a+b=c+d, ad=bc, ac+bd=1.
Jakou nejvétsi hodnotu mize mit soucet a + b + ¢ + d? [C—62-1-2]

2. V roviné jsou dany body A, P, T neleZici v primce. Sestrojte trojuhelnik ABC' tak,
aby P byla pata jeho vysky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB s kruznici mu
vepsanou. Provedte diskusi poctu vesent vzhledem k poloze danych bodii.

RESENI. Vrchol B je uréen polopiimkou AT a kolmici p k vysce AP v bodé P
(obr.1), na niz lezi strana BC'. Pfitom bod T musi byt vnitinim bodem tsecky AB.
Stred S kruznice trojuhelniku ABC vepsané pak dostaneme jako prisecik kolmice ¢




k pfimce AT v bodé T s osou thlu ohrani¢eného primkou p a polopfimkou BA. Jeji
polomér bude mit velikost |ST|.

Zbyva sestrojit vrchol C' hledaného trojuhelniku ABC. Ten bude lezet jednak na
pfimce p, jednak na druhé te¢né vepsané kruznice z vrcholu A, kterd je soumérné sdru-
zena se stranou AB podle piimky AS. Staci tedy sestrojit bod U dotyku strany AC
s kruznici vepsanou jako obraz bodu 7' v uvedené osové soumérnosti.

Odtud plyne konstrukce:

p: Pepapl AP;

B: B e AT Np, bod B musi lezet na poloptimce AT za bodem T

q: T eqaql AT,

u1,uz: dvé (navzajem kolmé) osy rtiznobézek AB, p;

Sl,SQZ S € qMu, Sy € q N ug;

U1, Us: obrazy bodu T v soumérnostech podle primek AS; a ASs;

C1, Cy: pruseciky pfimky p s polopfimkami AU; a AUs;

trojuhelniky ABC; a ABCs.

Diskuse. Bod B konstruovany v 2. kroku existuje, jen kdyz tthel PAT je ostry (jinak
ani polopfimka AT neprotne pfimku p) a zaroven bod T lezi uvnitt poloroviny pA, coz je
ekvivalentni tomu, Ze i thel APT je ostry. Body S7, Ss existuji vzdy a jsou rtizné, nebot
lezi v opa¢nych polorovinach urcéenych primkou AB. Ovsem kruznice vepsand lezi celd
v trojuhelniku ABC, a tedy i v pasu ur¢eném pirimkou p a primkou s ni rovnobéznou, jez
prochazi vrcholem A, takze stied S vepsané kruznice musi padnout do pasu tvoreného
piimkou p a pfimkou p’ s ni rovnobéznou, jez pili vysku AP. V takovém pfipadé tecna
ke kruznici (S;|ST|) (soumérné sdruzena s tecnou AB podle pfimky AS) nepochybné
protne piimku p v hledaném vrcholu C.

Diskusi shrneme takto: Jestlize pro vnitini uhly trojuhelniku APT plati |[<PAT| =
= 90° nebo |<APT| = 90°, nema tuloha Feseni. Pokud plati |<PAT| < 90° a zaroven
|s<APT| < 90°, je pocet feSeni 0 az 2 podle toho, kolik ze sestrojenych bodua S; a S
lezi mezi rovnobézkami p a p’.

®© NS otk W=

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Sestrojte trojuhelnik, jsou-li dany body dotyku jeho stran s kruznici mu vepsanou.

2. V trojuhelniku ABC' oznaéme po fadé P, @, R paty vySek z vrcholu A, B, C. Déle
postupné ozna¢me T, U, V body dotyku kruznice vepsané se stranami BC, CA, AB.
Sestrojte trojuhelnik ABC| je-li dano:

a) A, C,V,

b) A, U, R,

C) Aa P7 Q7

d) A, B, R.
[V a) i b) umime sestrojit vepsanou kruznici; v c) sestrojime AB jako primér kruznice
uréené danymi body. Uloha d) nem4 feseni, pokud R nelezi na pi¥imce AB. Jestlize R
lezi na pfimce AB, mé tloha nekoneéné mnoho feseni.]

3. Clislon je soucinem tii riiznyjch prvocisel. Zvétsime-li dvé mensi z nich o 1 a nejvétsi
ponechdme nezmeénéno, zvétsi se jejich soucin o 915. Urcete cislo n.

RESENT. Necht n = pgr, p < ¢ < r. Rovnost (p+1)(g+1)r = pgr+915 ekvivalentné
upravime na tvar (p+ ¢+ 1) -7 = 915 = 3-5- 61, z néjz plyne, ze prvocislo r muze
nabyvat jen nékteré z hodnot 3, 5 a 61. Pro r = 3 vSak z posledni rovnice dostavame
(p+q+1)-3=3-5-61, neboli p+ g = 304. To je ve sporu s tim, Ze r je nejvétsi.
Analogicky zjistime, ze nemtze byt ani r = 5. Je tedy r = 61 a p+ g = 14. Vyzkousenim
vSech moznosti propa q vyjdep=3,¢g=11,r=61lan=3-11-61 =2013.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Urcete vSechna prvocisla p, ¢, pro néz plati p + q = 14.

2. Cislo n je soucinem dvou rtznych prvocisel. Zvétsime-li mensi z nich o 1 a druhé
ponechame, jejich soudin se zvétsi o 7. Urcete ¢islo n. [Vysledek: n € {14, 21, 35}.]

3. Cislo n je souc¢inem dvou prvodéisel. Zvétsime-li jedno z nich o 1 a druhé o 1 zmensime,
jejich souéin zlstane stejny. Uréete ¢islo n. [Vysledek: n = 6.]

4. Cislo n je sou¢inem dvou prvoéisel. Zvétsime-li kazdé z nich o 1, jejich soudin se zvétsi
0 35. Urcete ¢&islo n. [Vysledek: n € {93,145, 253,289} .]

4. Ve c¢tverci ABCD oznacme K stved strany AB a L stved strany AD. Usecky KD
a LC se protinaji v bodé M a rozdeéluji ctverec na dva trojuhelniky a dva ctyrihel-
niky. Vypoctéte jejich obsahy, jestlize usecka LM ma délku 1 cm.

RESENI. Plati |[AK| = |DL| a |AD| = |DC| = 2|AK]| (obr.2), takze pravouhlé
trojuhelniky AKD a DLC jsou shodné podle véty sus. Kromé toho jsou trojuhelniky
MLD a AKD podobné podle véty wu, nebot |[<LDM| = |<xKDA| a |xDLM| =
= |<DLC| = |xAKD)|. Analogicky lze ovétit i podobnost trojuhelniki M DC a AKD.
Z podobnosti trojuhelniki AKD, MLD a MDC plyne, ze |MD| = 2|ML| = 2cm
a |[MC|=2|MD|=4cm. Obsahy atvara M LD, MDC a AKML jsou

1-2 2.4 )

SMLD:Tzlch, SMDC:T:4CIH

2
Sakmr = Sakp —Svrp = Sprc — Svurp = Supc = 4cm”.

Nakonec pomoci Pythagorovy véty dostavdme Sapcp = |DC|? = |[DM]? + |CM|? =
= 20 cm?, takze

Sksem = Sapep — (Svrp + Supc + Saxar) = 11 cm?.

Zaver. Obsahy trojuhelniki M LD, M DC a ¢tyithelnikit AKML, KBCM jsou
po fadé 1cm?, 4cm?, 4cm? a 11 cm?.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dva shodné pravouhlé trojuhelniky ABC a DEB jsou umistény podle obr.3 a plati
|BD| = 10cm, |CD| = 20 cm.
a) Urcete délky stran trojuhelniku ABC. [10, 30, 10/10]
b) Dokazte, ze trojuhelniky DBF, ABC a BEF jsou navzajem podobné.

c) Urcete délky stran trojuhelnikt DBF a BEF. [10, 34/10, v/10; 30, 94/10, 31/10]
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d) Uréete obsahy trojuhelnikit ABC, DBF a BEF. [150, 15, 135]
e) Urclete obsah étyftuhelniku AFDC. [135]

2. Dva shodné pravouhlé trojuhelniky ABC a DEB jsou umistény podle obr. 3. Trojahel-
nik BEF m4 obsah 30 cm?. Uréete obsah ¢tyfthelniku AFDC. [30]

3. Dokazte véty:

a) Maji-li dva trojuhelniky stejnou vysku, pak pomér jejich obsahi se rovna poméru
délek prislusnych zakladen.

b) Maji-li dva trojuhelniky shodné zdkladny, pak pomér jejich obsaht se rovné po-
méru prislusnych vysek.

4. V rovnoramenném pravouihlém trojihelniku ABC s pfeponou BC je |AB| = 12cm.
Oznac¢me K stied strany AB a L takovy bod strany BC, pro néjz plati |CL|: |LB| =
= 1 : 2. Urcete obsahy utvard, které vzniknou rozfezdnim trojuhelniku ABC podél
usecek KC' a AL. [Nakreslete si obrazek, oznacte M prusecik useéek KC a AL, dokres-
lete isecku BM a pomoci vét z predchozi tlohy spocitejte nejprve obsahy vSech péti
trojuhelniki, které maji spoleény vrchol M.]

5. V daném rovnobé&zniku ABCD je bod E stied strany BC a bod F' lezi uvnitf strany AB.
Obsah trojthelniku AFD je 15cm? a obsah trojihelniku FBE je 14 cm?. Uréete obsah
¢tyfahelniku FECD. [C-57-5-2]

5. Dokazte, Ze pro kaZdé liché piirozené ¢islo n je soucet n* + 2n? + 2013 délitelny
cislem 96.

RESENI. Protoze 96 = 3 -32 = 3 - 25, budeme dokazovat délitelnost souc¢tu S =
=n* +2n? 4+ 2013 dvéma nesoudélnymi ¢isly 3 a 32.

Deélitelnost tremi: Protoze cislo 2013 je délitelné tremi, staci dokazat délitelnost
tfemi zmenseného souctu

S —2013 = n* + 2n? = n?(n?® +2).

V pfipadé 3 | n je vSe jasné, v opacném piipadé je n = 3k + 1 pro vhodné celé k,
takZe plati 3 | n? + 2, nebot n? + 2 = 3(3k% + 2k + 1).

Deélitelnost cislem 32: Protoze 2016 = 32 - 63, staci dokazat délitelnost cislem 32
zmenseného souctu

S —2016 =n*+2n* —3=(n?>+1)? - 2% = (n? + 3)(n* - 1).
Protoze predpokladame, ze n je liché, tedy n = 2k + 1 pro vhodné celé k, plati
n?+3=02k+1)2+3=4(k+k+1) a n?>—1=2k+1)2—-1=4k(k+1).
Odtud plyne, ze 32 | (n? + 3)(n? — 1), nebot ¢islo k(k + 1) je sudé.

Pozndmka. Délitelnost cislem 32 lze dokazovat i bez provedeného algebraického
rozkladu trojélenu n* + 2n2? — 3, ze kterého po dosazeni n = 2k + 1 roznasobenim
dostaneme

n* 4 2n? — 3 = 16k* 4 323 + 32k + 16k = 16k(k> 4 2k* 4+ 2k + 1).

Pro sudé k je délitelnost takto upraveného vyrazu ¢islem 32 ziejmé. Pro liché k je
zase sudy soucet k2 + 1, takZe je sudy i druhy &initel k3 + 2k2 + 2k + 1.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

Dokazte, 7e pro kazdé pFirozené n je &islo n® + 2n délitelné t¥emi.

Dokaite, ze pro kazdé liché ¢islo n je &islo n2 — 1 délitelné osmi.

Dokazte, ze pro viechna celd kladna &isla n je rozdil n® — n2 délitelny Sedeséti.
Uréete viechna kladné celd &isla m, pro ktera je rozdil m® — m?2 délitelny éislem 120.
[C-55-1-1]

5. Uréete vSechna cela ¢isla n, pro néz je 2n® — 3n? + n + 3 prvoéislo. [C—62-1-5]
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6. Sachového turnaje se zucastnilo 8 hrdci a kazdy s kazdym odehrdl jednu partii.
Za vitézstvi ziskal hrac¢ 1 bod, za remizu pul bodu, za prohru Zadny bod. Na konci
turnaje méli vsichni ucastnict ruzné pocty bodu. Hrac, ktery skoncil na 2. misté,
ziskal stejny pocet bodi jako posledni ctyri dohromady. Urcete vysledek partie mezi
4. a 6. hracem v celkovem porads.

RESENI. Posledni étyfi hra¢i odehrali mezi sebou 6 partii, takze pocet bodi, které
dohromady ziskali, je aspon 6. Hrac, ktery skoncil na 2. misté, tedy ziskal aspon 6 bodii.
Kdyby ziskal vice nez 6, tedy alesporni 6,5 bod, musel by nejlepsi hra¢ (diky podmince
ruznych po¢tl) ziskat vSech 7 moznych bodu; porazil by tak i hrace na 2. misté, ktery
by tudiz ziskal méné nez 6,5 bodi, a to je spor. Hra¢ v poradi druhy proto ziskal
pravé 6 bodl. Presné tolik vSak ziskali dohromady i posledni ¢tyti, a tak mohli tyto
body ziskat jen ze vzajemnych partii, coz znamend, ze prohrali vSechny partie s hraci
z prvni poloviny vysledného poradi. Hrac, ktery skoncil na 6. misté, proto prohral partii
s hracem, ktery skoncil na 4. misté.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Sachového turnaje, ve kterém kazdy s kazdym odehral jednu partii, se ztiéastnilo n hra-
¢u. Kolik partii bylo celkem odehrano? Kolik ziskali vSichni dohromady bodd, jestlize
za vitézstvi ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pil bodu a za prohru z4dny bod? [%n(n —1)]

2. Sachového turnaje se podle pravidel z pfedchozi tilohy zt¢astnili 4 hradi. Vitéz turnaje
ziskal stejny pocet bodu jako zbyvajici t¥i hraci dohromady.

a) Jaky nejvétsi a jaky nejmensi pocet bodtt mohl mit? [Ziskal pravé 3 body.]
b) Kolik partii mohlo skon¢it remizou, jestlize na konci turnaje méli vSichni i¢astnici
rizné pocty boda? [Bud 0, nebo 1, nebo 2.]

3. Hokejového turnaje se ztcCastnila Ctyfi druzstva, pfi¢emz kazdé sehralo s kazdym prave
jedno utkani. Pocet branek vstfelenych v kazdém utkani déli celkovy pocet branek
vstfelenych v turnaji, pfitom v zadnych dvou utkanich jich nepadl stejny pocet. Kolik
nejméné mohlo v turnaji padnout branek? [C-55-S—1]

4. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na ndmésti sbirku na dobrocinné tucely. Za
chvili se u nich postupné zastavilo pét kolemjdoucich. Prvni dal Honzovi do jeho kasicky
3 K¢, Jirkovi 2 K¢, Martinovi 1 K¢ a Petrovi nic. Druhy dal jednomu z chlapcti 8 K¢
a zbylym tfem nedal nic. T¥eti dal dvéma chlapctim po 2 K& a dvéma nic. Ctvrty dal
dvéma chlapcim po 4 K¢ a dvéma nic. Paty dal dvéma chlapcim po 8 K¢ a dvéma
nic. Poté chlapci zjistili, Zze kazdy z nich vybral jinou c¢astku, pficemz tyto tvori Ctyfti
po sobé jdouci pfirozena ¢isla. Ktery z chlapct vybral nejméné a ktery nejvice penéz?
[C—58-1-1]



