63. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C
1. Pro dany vyraz V plati
V=ab+d)+cb+d) =(a+c)(b+d).
Podobné 1ze upravit i obé dané podminky:
2(a4+c¢)—50b+d)=4 a 3(a+c)+4(b+d) =6. (1)

Zvolime-li tedy substituci m = a+c a n = b+d, dostaneme fesenim soustavy (1) m = 2
an = 0. Pro dany vyraz pak plati V. =mn = 0.

Zaver. Za danych podminek nabyva vyraz V pouze hodnotu 0.

Jiné feseni. Podminky tlohy si pfedstavime jako soustavu rovnic s nezndmymi a, b
a parametry ¢, d. VyfeSenim této soustavy (s¢itaci nebo dosazovaci metodou) nalezneme
a=2-—c,b=—d (c,d € R) a po dosazeni do vyrazu V dostavame

V=02-c¢)(-d)—dc+cd+d(2—-c)=0.

Za tplné feseni udélte 6 bodu. Pti postupu z prvniho feSeni udélte 2 body za rozklad vyrazu V na soucin,
2 body za upravu podminek na soustavu (1), 1 bod za jeji vyfeseni a 1 bod za vypocet hodnoty V.

2. Pro uvazované souciny a a b jisté plati a-b=1-2-...-10 = 28 .3%.52. 7.
Asponi jedno z ¢isel a, b je proto délitelné 2%, aspon jedno délitelné 32, aspon jedno
délitelné 5 a pravé jedno délitelné 7. Pro nejmensi spolecny nésobek n ¢isel a, b proto
plati n = 2% .32 .5.7 = 5040, pfitom rovnost zde nastane, pravé kdyz ani jedno z éisel
a, b nebude délitelné zadnym z ¢isel 2°, 33 a 52.

Zvolime-li napriklad a =2-3-4-5-6=720ab=1-7-8-9-10 = 5040, bude
nejmensi spolec¢ny nasobek obou cisel prave 5040. Tim je ukazano, ze 5040 je skutecné
nejmensi ze vSech moznych hodnot n.

I kdyz bylo ulohou nalézt pouze jeden priklad, pro tiplnost uvedeme vsSechna roz-
déleni s minimalni hodnotou n = 5 040:

Prvni skupina ¢isel Druha skupina ¢isel
2,3,4,5,6 1,7,8,9, 10
3,5,6,8 1,2,4,7,9, 10
2,5,8,9 1,3,4,6,7, 10
1,2,3,4,5,6 7,8,9, 10
1,3,5,6,8 2,4,7,9, 10
1,2,5,8,9 3,4,6,7, 10
2,3,4,5,6,7 1,8,9, 10
3,5,6,7,8 1,2,4,9, 10
2,5,7,8,9 1, 3,4, 6, 10
1,2,3,4,5,6,7 8,9, 10
1,3,5,6,7,8 2,4,9, 10
1,2,5,7,8,9 3,4, 6,10




Najit je neni tézké, uvazime-li, ze ¢isla 1 a 7 mtzeme dat do libovolné z obou skupin,
zatimco v téze skupiné spolu nemohou byt 4 s 8, 5s 10, 3 s 9 ani 6 s 9; s 8 pohromadé
mtize byt pravé jedno ze sudych cisel 2, 6 a 10. Ziskdme tak pouhd tii zakladni rozdéleni
(prvni t¥i fadky tabulky), z nichz lze kazdé ¢étyfmi zptsoby doplnit éisly 1 a 7.

Pozndmka. Ulohu lze vytesit i bez v§poétu soudinu a - b. Délitelnost n &isly 32, 5
a 7 plyne z jejich pfimého zastoupeni mezi rozdélovanymi ¢isly, délitelnost ¢islem 2% ze
snadné uvahy o rozdéleni vSech péti sudych cisel: neni-li ¢islo 8 ve své skupiné jako sudé
jediné, je vSe jasné, v opac¢ném piipadé jsou ve stejné skupiné ¢isla 2, 4 a 6 (i 10, ale to
uz ani nepotfebujeme).
Za spravné zduivodnéné feseni udélte 6 bod, z toho 1 bod za rozklad souéinu 10! na prvodinitele, 3 body

za odhad nejmensiho spole¢ného nasobku a 2 body za aspon jedno spravné rozdéleni ¢isel (t¥eba i jen
uhodnuté). Za nalezeni vSech 12 moznych rozdéleni udélte zvlastni pochvalul!

3. Trojthelnik AIX je rovnoramenny, nebot |</AX| = |xIAC| = |xAIX| (prvni
rovnost plyne z podminky, ze bod I lezi na ose thlu BAC, druha pak z vlastnosti
stfidavych hla, obr.1). Je tedy |AX| = |IX|. Analogicky zjistime, ze |BY| = |YI]|.
Protoze tsecky I X a IY sviraji (stejné jako s nimi rovnobézné usecky C'A a C'B) pravy
thel, podle Pythagorovy véty pro pravouhly trojuhelnik X 7Y plati

[AX|* +|BY [ = [IX|* + [YI* = |XY ",

coz jsme meli dokazat.

Obr. 1

Za 1plné Feseni udélte 6 bodu, z toho 4 body za zdivodnéni rovnosti a |BY | = |Y1| a |[AX| = |IX].



