63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

ll. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

Hvézdicky na obrazku predstavuji 16 bezprostfedné po sobé jdoucich pfirozenych na-
sobkl ¢isla tii. Pfitom cisla v rameccich maji stejny soucet. Urcete nejmensi z téchto
16 ¢isel. (L. Simiinek)

[* % ok *k ok k| k % sk %k %k [* %k *k % k

MozZné FeSeni. Porovnejme posledni, tedy nejvétsi éisla obou rameck: nejvétsi ¢islo dru-
hého ramecku lezi o 10 mist vpravo od nejvétsiho ¢isla prvniho ramecku, je tedy o 30 vétsi.
Stejnym porovnanim zjistime, ze druha nejvétsi ¢isla v rameccich se 1isi také o 30, stejné tak
tfeti nejvétsi, étvrtd nejveétsi i pata nejvétsi disla. Soudet vSech péti ¢isel druhého ramecku
je tedy o 5-30 = 150 vétsi nez soucet péti nejvétsich ¢isel prvniho ramecku. Aby byly
v rameccich stejné souéty, musi byt zbyvajici ¢islo prvniho ramecku pravé 150. Nejmensi
¢islo této posloupnosti je tedy 150.

Jiné feSeni. Nejprve hledejme 16 po sobé bezprostiedné jdoucich pfirozenych ¢isel spl-
nujicich podminku o shodnych souc¢tech. Pokud nalezena ¢isla vynasobime tfemi, vynasobi
se tfemi i souCty v rameccich a jejich rovnost tedy zistane zachovana. Timto postupem
dojdeme k zddanému vysledku a pfitom si zjednodusime vypocty, nebot budeme v tivodu
pracovat s mensimi ¢isly.

Nejmensi ¢islo v posloupnosti bezprostiedné po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel ozna-
¢ime x a vyjadiime soucet Cisel v prvnim ramecku:

z4+zr+1l4+zx+24+2x+3+x+4+2+5=06x+15.

Prvni ¢islo v druhém ramecku je pfi daném znaceni rovno z + 11. Vyjadfime soucet Cisel
v druhém ramecku:

r+114+2+124+2+ 134+ 2+ 14+ 2+ 15 = dz + 65.

ReSenim rovnice 6x 4+ 15 = 52 + 65 dostaneme x = 50. Vynésobenim t¥emi dostaneme
prvni ¢islo posloupnosti nasobkt tii, timto ¢islem je tedy 50 - 3 = 150.

Hodnoceni. 2 body za vysledek; 4 body za vysvétleni postupu.

Z9-111-2
V rovnostranném trojihelniku ABC' je vepsan rovnostranny trojuhelnik DEF, viz
obrazek. Vrcholy D, E a F lezi na straniach AB, BC a AC tak, ze strany trojihelniku DEF

jsou kolmé ke stranam trojuhelniku ABC'. Dale plati, ze tisecka DG je téZnici v trojihelniku
DEF abod H je pruse¢ikem pfimek DG a BC.

Uréete pomér obsahii trojihelnikit HGC a BED. (E. Patdkovd)
C
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Mozné FeSeni. Ze symetrie celého ttvaru (ptip. z véty usu) plyne, Ze trojihelniky BED
a CFE jsou shodné. Budeme tedy urcovat pomér obsaht trojihelniki HGC a CFE.
Trojihelnik DEF' je rovnostranny, proto u néj téznice a vysky splyvaji, téznice DG
je tedy kolmé na tsecku E'F. Podle zadéani jsou kolmé také usecky FF a AC, proto jsou
piimky AC' a DG, resp. F'C' a GH rovnobézné. Protoze DG je téZnici trojihelniku DEF
lezi bod G ve stiedu tsecky FF. Odtud plyne, ze GH je stiedni pfickou trojihelniku CFE.

A D B
Protoze trojuhelniky HGC a HGE maji spole¢nou stranu HG a vysky piislusné k této
strané jsou stejné (jmenovité |F'G| = |GE|), maji tyto trojihelniky stejny obsah. Protoze

trojuhelniky HGE a CFE jsou podobné a odpovidajici strany jsou v poméru 1 : 2, jsou
obsahy téchto trojihelnik v poméru 1 : 4. (Strana GH je dvakrat mensi neZ strana FC
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a vyska trojuhelniku HGE ke strané GH je dvakrat mensi nez vyska trojihelniku CFE
ke strané F'C; obsah prvniho trojihelniku je tudiz étyfikrat mensi nez obsah druhého.)
Pomér obsahti trojuhelniki HGC a BED je roven 1 : 4.

Poznamka. Oznacime-li délku tsecky BE jako a, mizeme v zavislosti na této veli¢iné
vyjadrit obsahy trojuhelniki HGC a BED.

7 rovnobéznosti piimek AC a DH vyplyva, ze trojuhelnik DBH je rovnostranny
a trojuhelnik BED je jeho polovinou. Proto je |BD| = |BH| = 2a a velikost DE vypoci-
tame pomoci Pythagorovy véty v trojahelniku BED:

|DE| = /(2a)? — a2 = aV/3.

Trojthelnik DEF je rovnostranny, tedy |EF| = |DE| = av/3. Bod G je v poloviné tsecky
EF| tedy
3
|GF| = %

Trojthelniky BED a CFE jsou shodné, tedy |CF| = |BE| = a. Usetka GH je stiedni
pfickou trojuhelniku CFE, tedy
|GH| = g

Nyni miZzeme vyjadfit obsahy zkoumanych trojahelniki:
1 1,
Swep = 3|BE|-IDE| = 5a*V3,

1 1
Swee = 5|GH| - |GF| = ga%/ﬁ.

Hodnoceni. 1 bod za zjisténi rovnobéznosti pfimek AC' a DG} 2 body za urceni |GH| =
= %|FC‘ |; 3 body za vyjadfeni hledanych obsaht, resp. jejich poméru.

Z9-111-3

Danka méla papirovou kvétinu s deseti okvétnimi listky. Na kazdém listku byla na-
psana pravé jedna cislice a zadné z ¢islic se na zZddném jiném listku neopakovala. Danka
odtrhla dva listky tak, Zze soucet ¢isel na zbyvajicich listcich byl nasobkem deviti. Poté
odtrhla dalsi dva listky tak, ze soucet ¢isel na zbyvajicich listcich byl nasobkem osmi.
Nakonec odtrhla dalsi dva listky tak, ze soucet ¢isel na zbyvajicich listcich byl nasobkem
desiti.

Najdéte tii soucty, které mohly postupné zistavat po odtrhavani. Urcete vSechny
takové trojice souctu. (E. Novotnd)

MozZné feseni. Soucet vSech ¢isel na okvétnich listcich je 0+14...4+9 = 45. Danka mohla
pri kazdém trhéni odtrhnout soudet nejméné 1 (kdyby odtrhla listky 0 a 1) a nejvice 17
(kdyby odtrhla listky 8 a 9).
e Po prvnim trhani musel na kvéting ztstat soucet z intervalu 28 az 44 (45 — 17 = 28
a 45 — 1 = 44). Mezi témito éisly je jediny ndsobek deviti, a sice 36.
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e Po druhém trhani musel na kvétiné ziistat soucet z intervalu 35 az 19 (36 — 17 = 19
a 36 — 1 = 35). Mezi témito ¢éisly jsou dva nasobky osmi, a sice 32 nebo 24.
e Obdobné stanovime mozné soucty po tretim trhani:
— Pokud po druhém trhani ztstal soucet 32, musel po tfetim trhani zistat soucet
z intervalu 15 az 31 (32 — 17 = 15 a 32 — 1 = 31). Mezi témito ¢&isly jsou dva
nasobky desiti, a sice 30 nebo 20.
— Pokud po druhém trhani zistal soucet 24, musel po tietim trhani zistat soucet
z intervalu 7 az 23 (24—17 = 7 a 24— 1 = 23). Mezi témito ¢isly jsou dva nasobky
desiti, a sice 20 nebo 10.

Po jednotlivych trhanich tedy mohly zustat nasledujici trojice soucti:
(36,32,20), (36,32,30), (36,24,20), (36,24,10).

U kazdé z téchto moznosti musime ovérit, zda je lze skutecné zrealizovat, tzn. zda se daji
dvojice listki odtrhnout tak, aby zadna ¢islice nebyla pouzita dvakrat. V nésledujicim
schématu piseme nad sipky priklad, jaké listky mohly byt v jednotlivych krocich odtrzeny:

45 2% 36 1% 32 25 9
45 2% 36 1% 32 23 30
45 25 36 2% 24 13 90
45 2% 36 2% 24 2% 10

Vidime, ze vSechny uvedené moznosti lze zrealizovat, tiloha ma ctyfi feseni.

Hodnoceni. 2 body za nalezeni ¢ty moznosti; 2 body za ovéfeni, Ze kazdou z moZnosti
lze zrealizovat; 2 body za postup, ktery vyluc¢uje opomenuti dalsi moznosti, event. za zda-
vodnéni, ze zadna dalsi moznost neexistuje.

Z9-111-4

Ctyfi divky sehraly na soustiedéni fadu zépasii. Na dotaz, kolik zapast vyhraly, od-
povédély velmi vyhybaveé:

,Kdybychom u kazdych dvou divek secetli pocty jejich vyher dohromady, dostali by-
chom ¢isla 8, 10, 12, 12, 14 a 16.“

Urcete, kolik vyher vybojovala kazd4 z divek. (M. Volfovd)
Mozné feseni. Oznacme pocty vyher jednotlivych divek a, b, ¢, d. Kdyby nékteré dveé
divky mély stejny pocet vyher, musely by mezi soucty v zadani byt alespon dvé dvojice
stejnych éisel (kdyby platilo napf. a = b, platilo by a4+ ¢ =0b+c a také a+d = b+ d). To
vsak neni pravda, tudiz ¢isla a, b, ¢, d jsou navzajem ruazna.

Sefadime-li tato ¢isla vzestupné a < b < ¢ < d, potom plati:

at+b<at+c<at+d<b+d<c+d

a soucasné
at+c<b+c<b+d.
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Vzhledem k tomu, Ze jsou v zadani dvé ¢isla stejné hodnoty, musi byt a + d = b+ c. Podle
zadani sestavime soustavu rovnic:

a+b=238,
a4+ c =10,
b+ c=12,
a+d=12,
b+d =14,
c+d=16.

Z 1. a 2. rovnice vyplyva, Ze ¢ = b+2. Po dosazeni do 3. rovnice dostavame b+b+2 = 12, tedy
b = 5. Dosadime-li za b do 1., 3., resp. 5. rovnice, ziskame i hodnoty ostatnich neznamych:
a=3,c="T,resp.d=9.

Pri feSeni soustavy jsme nepouzili 4. a 6. rovnici, jejich platnost proto musime ovérit
dosazenim vypoctenych hodnot: 3+9 =12, 74+ 9 = 16.

Jednotlivé divky vybojovaly 3, 5, 7 a 9 vyher.

Hodnoceni. 2 body za sestaveni soustavy rovnic a zdivodnéni, Ze aZ na oznaceni a uspo-
Fadani nezndmych je tato soustava urcena jednoznacéné; 4 body za vy¥eSeni soustavy (pokud
neni provedena zkouska u rovnic, které nebyly pouZity pfi FeSeni, strhnéte 1 bod).

Poznamka. K vyteseni tilohy neni tfeba sestavovat a FeSit soustavu rovnic, cely postup
lze vyjadrit slovné. Hodnoceni takového feseni je obdobné vyse uvedenému.



