63. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Sestavime a vyreSime rovnici pro neznamé cislice a, b, ¢, kterou diky tvaru
zadanych ¢isel mizeme zapsat rovnou pro jedinou neznamou x = 100a + 10b + c:

60000 +10x +3 63 7

30000+ 102 +6 36 4
407 + 240012 = 70z + 210042,

30z = 29970,
xr = 999.

Zaver. Nalezenému z odpovidéa trojice ¢islic a = b = ¢ = 9. Uloha m4 jediné TeSeni.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 3 body za sestaveni spravné rovnice a 3 body za jeji vyfreseni
a zavér. Za pouhé uhodnuti vysledku (bez vysvétleni, Ze je jeding mozny) udélte 1 bod.

2. Kazdy hrac¢ odehral po jedné partii se zbyvajicimi ¢tyimi. Bylo tedy sehrano
celkem % -5 -4 = 10 partii, takze kazdy hrac ziskal praveé 2 body. Jsou jen tii moznosti,
jak ziskat odehranim ¢ty partii 2 body, a podle toho obsahovala celkova tabulka nejvyse
tfi rovnocenné skupiny hrac¢u. Tyto skupiny, A, B a C, uvadime v poradi, v némz by se
v konecné tabulce umistily:

Skupina A obsahuje vSechny hrace, ktefi maji po dvou vyhrach a dvou prohrach.
Skupina B sestava z hraca s jednou vyhrou, jednou prohrou a dvéma remizami. Sku-
pina C obsahuje hrace se ¢tyrmi remizami.

Vojta a Tomas jsou jedini vitézové, proto nepatii do skupiny C. Nepatii ani do
skupiny B, protoze by s nimi museli vSichni t¥i hraci ze skupiny C s horsim vysledkem
remizovat (a kazdy hra¢ skupiny B ma jen po dvou remizach).

Odtud plyne, ze Vojta a Tomas maji po dvou vyhrach a dvou prohrach a skupina C
je prazdna. Zbyvajici tfi hraci tak maji po jedné vyhie, jedné prohie a dvou remizach,
které museli uhrat navzajem mezi sebou.

Zaver. Petr a Martin spolu remizovali.

Jiné Feseni. Vyuzijeme (nadbyteéného) idaje, ze Vojta porazil Petra: Kdyby méli
Vojta a Tomas po jedné vyhte, jedné prohfe a dvou remizach, musel by i Petr patiit
mezi vitéze turnaje. Jediny v potfadi nizsi celkovy vysledek jsou totiz ¢tyfi remizy, Petr
vSak jednu partii prohral, a tak musel i jednu vyhrat. Vojta a Tom4as maji proto po
dvou vyhrach a dvou prohrach. Jestlize Petr prohral s Vojtou, musel porazit Tomase.
(Nemohl mit dvé porazky, protoze byl v pofadi nize nez Tomas a Vojta. Ani nemohl
s Tomésem, ktery zZddnou remizu nema, remizovat.) Potfebny druhy bod ziskal dvéma
remizami — s Martinem a nejmenovanym patym hracem.

Zdver. Petr a Martin spolu remizovali.

Za Uplné feseni udélte 6 boda.

3. Vzhledem k podmince ¢ +ab = a? +b? staéi dokazat nerovnost a®+b% < ac+be.

Ta je ekvivalentni se vztahem (a? +b%)? < c?(a + b)?, ktery vzhledem k dané podmince
prepiseme do tvaru

(a® +0*)? < (a® + b* — ab)(a + )% (1)



Po roznasobeni a slouceni stejnych ¢lent zjistime, ze mame dokazat nerovnost
0 < a®b+ ab® — 2a%b* = ab(a — b)?,

kterd pro kladna cisla a, b ziejmé plati. Vzhledem k tomu, Ze vSechny tupravy byly
ekvivalentni, mizeme cely postup obratit. Nerovnost je tak dokazana.

Jiné reseni. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, 7ze 0 < b < a (dané vztahy
se vyménou éisel a a b neméni). Nerovnost ¢2 +ab < ac+ be je ekvivalentni s nerovnosti
(a —c)(c —b) 2 0, tudiz staci dokazat, ze b < ¢ < a. Plati

> =b%>+a®—ab=0b*+ala—0b) = b
tedy b < c¢. Analogicky zjistime, Ze
A=+ —ab=a®+b(b—a) < d?

a odtud ¢ £ a. Tim je dtikaz proveden.

Za uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 2 body za prevedeni ptivodni nerovnosti do soucinového tvaru,
nebo 4 body za upravu na tvar (1).

4. Hledany obsah trojihelniku ECD ozna¢me S. Uhel DEC je st¥idavy s thly
ADE a ECB, odtud AD || EC a ED || BC (obr.1). Trojuhelniky EDA a EDC maji

D

Obr. 1

spole¢nou stranu E D, pomér jejich obsaht je tedy roven poméru prislusnych vysek. Kdyz
navic po fadé oznac¢ime P, ) a R kolmé praméty vrcholt A, B a C' na pfimku DFE a ozna-
¢ime v = |AP|, w = |BQ| = |CR|, dostaneme z podobnych pravouhlych trojuhelnika
AEP a BEQ tuméru
18 v  |AE|

S w |EB|
Analogicky pro trojuhelniky EC'D a ECB zjistime, ze

8 |EB|

S |AE|



(V obr. 1 jsou pfislusné pruméty jen naznaceny, ale jde o tyz vypocet jako v predeslém
odstavci, jen v ném zaménime odpovidajici body A <+ B, C <+ D a ptislusné obsahy
trojthelniktt AED a BEC.) Dohromady tedy je S : 8 = 18 : S neboli S? = 144, takze
trojihelnik FCD m4 obsah S = 12cm?.

Jiné feseni. Stejné jako v prvnim FeSeni zjistime, ze AD || EC a ED || BC. Odtud
plyne podobnost trojihelnikit AED a EBC'. Oznacime-li k pfislusny pomér podobnosti
(obr. 2), plati pro obsahy doty¢nych trojihelnikt

18:%absin’y, S:%ka-bsin’y, 8:%ka-kbsinfy,

takze ziejmé plati 18-8 = S2. Pro obsah trojihelniku ECD tak dostdvame S = 12 cm?.

D

Obr. 2

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 2 body za zdivodnéni vztahtu AD || EC a ED || BC.



