64. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

v

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. V oboru realnych cisel reste soustavu rovnic
|z — 9| + |y* — 5| = 52.

RESENT. Z prvni rovnice dané soustavy plyne |y — 9| = 6 — |z — 5| < 6. Odtud
dostavame 3 < y < 15, proto 42 — 5 = 4, a tedy |y?> — 5| = y? — 5. Z druhé rovnice dané
soustavy mame y? — 5 = 52 — |22 — 9| < 52, tedy y? — 5 < 52, neboli y? < 57 < 64,
takze —8 < y < 8. Z obou odhadi tak mame 3 < y < 8, proto |y — 9| = 9 — y. Mnozina
feSeni dané soustavy v oboru realnych cisel je tak shodna s mnozinou reseni soustavy

|z —=5[+9—y=6, (1)

|22 — 9| +y* — 5 = 52 (2)

v oboru vymezeném nerovnostmi 3 < y < 8 (které ziejmé zarucuji, ze se v rovnicich

(1) a (2) mZeme vratit k ptivodnim absolutnim hodnotdm). Z rovnice (1) dostaneme

|z — 5] = y — 3, coz diky omezeni y < 8 dava |z — 5| < 5 neboli 0 < = < 10. Pro

odstranéni absolutnich hodnot v nové soustaveé rovnic tak rozliSime pouze tii pripady.
a) 0 < x < 3.V tom pfipadé z (1) plyne y = 8 — x. Dosazenim do (2) dostaneme

9 -2+ (8—2)?—5=52
neboli x = 1. Pfislusné y = 8 — x = 7 obé vychozi omezeni 3 < y < 8 spliuje.
b) 3 < x < 5.1v tomto ptipadé z (1) plyne y = 8—x, dosazenim do (2) vSak dostaneme
> — 9+ (8 —x)% -5 =52,
coz po upravé dava kvadratickou rovnici 22 — 8z — 1 = 0. Snadno ovéfime, Ze tato

rovnice nemd koren spliiujici podminku 3 < x < 5.
c) 5 < x < 10. V tomto piipadé z (1) plyne y = x — 2. Dosazenim do (2) dostaneme
2 — 9+ (z—2)> - 5=52,

coz po tpravé dava z2 — 2z — 31 = 0. Tato rovnice mé dva realné kofeny 1+ 4+/2,
z nichZ podminku 5 < z < 10 spliiuje pouze kofen z = 1 + 4/2. Podle y = z — 2
dopoéitdme y = 4v/2 — 1 a jako v bodé a) se presvéd¢ime, Ze jsou splnéna omezenti,
ktera jsme se soustavou rovnic (1) a (2) spojili: Nerovnosti 3 < 4v/2 — 1 < 8 jsou
jasné dusledky odhadu 1 < v/2 < 2.

Diky nasemu postupu mizeme i bez zkousky konstatovat, ze ptivodné zadana sou-
stava rovnic ma v oboru realnych cisel prave dvé reseni

(z3y) € {(1;7), (4V2+ 1;4v2 - 1)},

Pozndmka. Zdaraznéme, ze odvozenou podminku y < /57 jsme v feSeni zaménili
za slabsi nerovnost y < 8 jen kvili jednoduchosti dalSich zapisti. Zminme rovnéz, ze
ze zpusobu odvozeni soustavy rovnic (1) a (2) je vidét, pro¢ kaZdé jeji feSeni v oboru
redlnych ¢isel spliiuje omezeni 3 < y < 8. Z rovnice (1) totiz plyne 9 —y < 6 ¢ili y = 3,
z rovnice (2) pak 42 —5 < 52 neboli |y| < v/57. Takova zminka by neméla v tiiplném Feseni
podle uvedeného postupu chybét, jsou-li v bodech a) a ¢) vynechény zavéreéné provérky
nerovnosti 3 < y < 8 a neni-li provedena zévérecna zkouska pro puvodni soustavu.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Reste rovnici |4z — 2| 4 |z — 2| = 6. [Rovnice m4 dvé feSeni —2 a 2.]
2. Necht pro realna &isla = a y plati |22 + 4| + |y? — 65| = 20, potom = € (—4;4) ay €
€ (—9; —7) U (7;9). Dokazte.
3. V oboru realnych ¢isel feste rovnici 21#+11 — 27 =1 4 |22 — 1|. [63-B-S-1]
D1. Urcete viechna redlnd ¢isla p, pro néz ma rovnice (x — 1)? = 3|z| — pz pravé tii riizna
feseni v oboru redlnych &isel. [52-B-11-3]
D2. Urcete vSechna redlna Cisla s a t, pro kterd je grafem funkce

2 —4r+ s
@)=
tle—1+x+7
lomené ¢éra slozend ze dvou polopfimek. [50—A—1I-2]

D3. Pro ktera realni ¢isla a, b je funkce f(z) = alz — 1|+ b(x —3) + |z — b| +x — 1 omezena?
[49-B-S-1]

2. Drak md n hlav, po jedné na kazZdém z n krkid usporadanych do kruhu. Rytir dokadze
jednim uderem tit po k sousednich krcich a hlavy na nich setnout. Jestlize drakovi po
uderu zbyde aspon jedna hlava, muze si nechat nékterou z chybéjicich hlav okamZzité
doriust. Dokazte, Ze kdyzZ pro dana cislan a k muze rytir draka zbavit vsech hlav bez
ohledu na to, jak mu doristaji, svede to udélat nejvyse tremi udery.

RESENI. Nejprve ukazeme, ze pokud drak s alespori 2k hlavami zvoli vhodnou stra-
tegii, rytif ho nikdy nemtze zbavit vSech hlav. O¢islujme krky draka dokola v kladném
sméru (tj. proti sméru pohybu hodinovych ruci¢ek) ¢éisly od 1 do n, pfitom n = 2k.
V kladném smeéru je tak mezi krky s ¢isly 1 a k 4+ 1 prave £ — 1 krkdi, zatimco ve sméru
opacném je mezi nimi n — k — 1 = k — 1 krkt. ProtoZe rytif muze tit po k sousednich
krcich, nemiize jednim tderem stit hlavy na krcich s ¢isly 1 a k4 1. Setne-li pfi néjakém
tderu jednu z nich, drak si ji nechd dortist (mé na to narok diky druhé z obou hlav).
Tak si drak zajisti, ze pfed kazdym tderem bude mit obé zminéné hlavy, takze ho rytir
vSech hlav nikdy nezbavi.

Prejdéme k ptipadu, kdy plati opa¢néd nerovnost n < 2k neboli n < 2k—1, a popiSme
dale, jak tehdy rytir dokaze zbavit draka vsech hlav nejvysSe tfemi udery. Pro k =1 je
n < 2—1 =1 a v takovém pripadé stac¢i zfejmé rytifi jediny tder. MiZeme tedy
predpokladat, ze k = 2.

Také v pripadé, kdy n < k, umi rytif prvnim sekem stit vSechny drakovy hlavy.
Predpokladejme proto déle, ze k <n < 2k — 1.

Nejprve ukazeme, ze pokud mé drak n < 2k — 1 krkl, mtze rytif stit libovolné
dvé hlavy A, B jednim tderem. Necht mezi hlavami A a B je v kladném sméru [ hlav
a v opaném sméru m hlav. Potom [ +m = n — 2 < 2k — 3. Pokud by obé ¢éisla [
a m byla alespon k — 1, byl by jejich soucet alespon 2k — 2, coz neni mozné. Proto je
aspon jedno z ¢isel [ nebo m nejvyse k — 2. Pokud tedy rytit sekne pres k krkl pocinaje
hlavou A pro | < k — 2 v kladném sméru a pro m < k — 2 ve sméru opa¢ném, utne
s hlavou A i hlavu B. Nyni uz popiseme strategii rytire.

Rytif prvnim tderem setne k hlav a drakovi ztistane mnozina M sousedicich hlav,
ktera obsahuje n — k < k — 1 hlav. Druhym tderem rytif setne vSechny hlavy z mno-
ziny M. Mezitim drakovi mohly doriist nejvyse dvé hlavy, ty ovSsem rytif umi utnout
jednim tderem, jak jsme ukazali vyse, a drak tedy po nejvyse tfech tiderech ztistane bez
hlav. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Uvazujme situaci ze zaddni Glohy 2. Necht rytif dokaze jednim uderem tit po 2 sou-
sednich krcich.
a) Pokud méa drak 3 hlavy, potom je rytif schopen zbavit draka vSech hlav dvéma
udery. Popiste rytifovu strategii.
b) Dokazte, ze pokud méa drak 4 hlavy, potom si drak muze nechat dortistat hlavy
tak, ze ho rytif nikdy nezbavi vSech hlav. Popiste drakovu strategii.
[Oznacme hlavy draka dokola ¢isly 1,2,... a) Necht rytif prvnim tderem setne hlavy
2 a 3. Drakovi zbyva hlava 1, proto si nékterou z useknutych hlav neché dorust. Ale
kazda z useknutych hlav sousedi s hlavou 1, a jakmile doroste, rytif ji usekne spolu
s hlavou 1 druhym tderem. b) Ryti{f nemuze jednim tderem tit po krcich, na kterych
jsou hlavy 2 a 4, soucasné vsak jednim tiderem musi jednu z téchto dvou hlav setnout.
Po kazdém tuderu tedy drakovi zbyde bud hlava 2, nebo hlava 4 a drak si nasledné
neché druhou z téchto hlav dorust.]
D1. Na kazdé sténé krychle je napsdno pravé jedno celé Cislo. V jednom kroku zvolime
libovolné dveé sousedni stény krychle a ¢isla na nich napsané zvétsime o 1. Urcete nutnou
a postacujici podminku pro oc¢islovani stén krychle na pocatku, aby po kone¢ném poctu
vhodnych krokt byla na v8ech sténach krychle stejna ¢&isla. [60-A—I-5]

3. Vtrojihelniku ABC oznac¢me U stred strany AB a 'V stred strany AC. V poloroviné
opacné k polorovinée BC'A wvazujme libovolny rovnobéznik BCDE. Oznacme X
prisectk primek UD a V E. Dokazte, Ze primka AX déli rovnobéznik BCDE na
dveé casti téhoZ obsahu.

RESENI. Uvédomme si, Ze rovnobéznik je stfedové soumérny podle priiseciku th-
lopricek. Libovolna pirimka prochéazejici timto prisecikem proto rozdéli rovnobéznik na
dvé shodné oblasti se stejnym obsahem. Oznac¢me S priisecik thlopfi¢ek rovnobézniku
BCDE, je to zaroven stfed tsetky BD (obr.1). K dikazu, ze pfimka AX déli rovno-
béznik na dveé c¢asti téhoz obsahu, tedy staci ukazat, ze prochazi bodem S.

A

Obr. 1

Usecka UV je stiedni pfickou trojuhelniku ABC, takze je rovnobé&znéa se stra-
nou BC' a mé oproti ni polovi¢ni délku. Strana E'D rovnobézniku BCDE je rovnéz
rovnobézna se stranou BC a mé s ni shodnou délku. Usecky UV a ED jsou tak rovno-
b&zmé a je [UV| = 3|BC| = 1|ED|.

Uhly DUV a EDU jsou st¥idavé, tedy shodné, podobné jsou shodné i thly
EVU a DEV. Trojthelniky UV X a DEX jsou proto podobné a plati [UX|/|XD| =
= |[UV|/|ED| = 3. Protoze usetka UD je t&nici trojuhelniku ABD, plyne odtud, ze
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bod X je jeho tézistém. Na ptimce AX proto lezi téznice z vrcholu A trojuhelniku ABD,
takze na ni lezi i stred S protéjsi strany BD.

Odtud jiz podle ivodniho odstavce plyne, Ze pfimka AX déli rovnobéznik ABCD
na dvé (dokonce shodné) ¢asti téhoz obsahu.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte, ze pfimka déli rovnobéznik na dvé ¢asti stejného obsahu, pravé kdyz prochazi
jeho prusecikem thlopficek (stredem rovnobézniku). [Rovnobéznik je stfedové soumér-
ny, pfimka prochézejici jeho stfedem ho tedy déli na dvé shodné ¢asti. Naopak, necht
dand pfimka déli rovnobéznik na dvé Casti stejného obsahu. V pripadé, ze prochazi
dvéma sousednimi stranami, vytne trojihelnik, jehoz obsah je nejvyse polovina obsahu
Ctytihelniku, rovnost nastane v pripadé thlopticky. Pokud pfimka prochazi protéjsimi
stranami, vzniknou dva lichobézniky se stejnou vyskou, ty maji shodny obsah, praveé
kdyz maji shodny soucet zékladen.]

D1. Lichobéznik ABC'D mia zadkladny AB a C'D po fadé délek 18cm a 6 cm. Pro bod E
strany AB plati 2|AE| = |EB]|. Tézisté trojuhelniki ADE, CDE, BCE, jez oznacime
po radé K, L, M, tvori vrcholy rovnostranného trojuhelniku.

a) Dokazte, ze pfimky KM a CM sviraji pravy thel.
b) Vypoctéte délky ramen lichobézniku ABCD.
[60—C-II-3]

D2. Uvnitf rovnobézniku ABCD je dan bod X. Sestrojte pfimku, kterad prochazi bodem X
a rozdéluje dany rovnobéznik na dvé ¢asti, jejichz obsahy se navzajem lisi co nejvice.
[61-A—I11-4]

4. Necht m je prirozené ¢éislo, které ma 7 kladnych déliteld, a n je pFirozené éislo,
které md 9 kladnych déliteli. Kolik déliteld miuze mit souc¢in m - n?

RESEN{. Necht r = p{*p3?...p* je rozklad piirozeného ¢isla r na soucin prvoéisel,
kde p1,p2,...,pr jsou navzajem ruzné prvocisla a aj,asg, ..., a; kladné celd ¢isla. (Ta-
kovy rozklad je az na pofadi prvocisel jednoznacény.) Kazdy délitel d pfirozeného éisla r
je pak tvaru d = pJ*p5?...p*, kde

0SarZa;, 05azZas, ..., 05 ag < ag. (1)

Pocet délitelt tedy presné odpovidd poctu moznosti, jak vybrat k-tici nezapornych
celych ¢isel (o, ag, ..., ax) spliujicich podminky (1). Protoze kazdé z ¢isel o; mizeme
vybrat préavé a; + 1 zpusoby (1 = ¢ < k), je podle kombinatorického pravidla souc¢inu
pocet délitelti prirozeného cisla r roven

7(r) = (a1 + 1)(az +1)...(ax + 1). (2)

Uvédomme si, ze kazdy z ¢initelt v (2) je vétsi neZ 1. ProtozZe ¢islo m ma 7 délitelt
(¢islo 7 je prvoéislo), méa m prvociselny rozklad tvaru m = p®. Podobné viechna ¢isla n
s deviti déliteli maji prvociselny rozklad n = ¢¥ nebo n = ¢?¢2, kde ¢; # ¢o. Skutecné,
3 - 3 je jediny rozklad cisla 9 na cinitele vétsi nez 1.

Probereme ted vSechny moznosti, majice na paméti, ze prvocislo p se mize rovnat
jednomu z prvocisel g;.

A. Pifpad n = ¢f.
a) Necht p # q1. Potom mn = p®q} je rozklad ¢isla mn na soucin prvoéisel. Cislo
mn ma v tomto pripadé 7 -9 = 63 délitela.
b) Necht p = q;. Potom mn = pSp® = p'? je rozklad ¢isla mn na souéin prvocisel.
Cislo mn ma v tomto pfipadé 15 délitelt.
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B. Ptipad n = ¢jq3.
a) Necht q; # p # go. Potom mn = p®q¢2¢3 je rozklad ¢isla mn na souéin prvoéisel.
Cislo mn mé v tomto pi¥ipadé 7-3 -3 = 63 déliteld.
b) Neékteré z prvocisel ¢1, g2 je rovno p. ProtoZe v rozkladu ¢isla n jsou ve stejnych
mocninach, staci rozebrat jeden z téchto ptripadili, napr. p = ¢;. Potom mn =
= p®p?q3 = pB¢2 je rozklad ¢isla mn na soudin prvocisel. Cislo mn ma v tomto

p¥ipadé 9 - 3 = 27 dalitel.

Pocet déliteln cisla mn miize byt 15, 27 nebo 63. Prislusny pocet déliteltt dostaneme,
vezmeme-li napt. m = 64 = 26 a ¢isla n rovna 256 = 2%, 100 = 2252 nebo 225 = 3252.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Kolik kladnych déliteld maji ¢isla 24, 128 a 1057 Kolik kladnych déliteld méa soucin
kazdé dvojice téchto ¢isel? [Kazdé z ¢isel mé 8 délitelt, 24 - 128 mé 22 délitelt, 24 - 105
mé 48 déliteld, 128 - 105 ma 64 déliteli. ]
2. Jaké jsou viechny mozné rozklady &isla s 8 kladnymi déliteli na soudin prvoéisel? [p],

pip2, P1p2p3.]
3. Urcete nejmensi pfirozené ¢islo s osmi kladnymi déliteli. [Z vysledku pfedchozi tlohy
plyne, Ze hledanym je ¢islo 24, nejmensi z ¢isel 27,23 -3 a2-3-5]
4. Necht n = p{'p5? ...ps*® je rozklad prirozeného &isla n na souéin prvocisel. Dokazte,
Ze potom m3 &islo n pravé 7(n) = (a1 + 1)(a2 + 1) ... (as + 1) kladnych délitelt.
D1. Oznac¢me 7(k) pocet vSech kladnych délitelti pfirozeného ¢isla k a necht n je FeSenim
rovnice 7(1,6n) = 1,67(n). Uréete hodnotu podilu 7(0,16n) : 7(n). [48—A-1-4]

5. Necht S je stied prepony AB pravouhlého trojuhelniku ABC, ktery neni rovno-
ramenny. Oznacme D patu vysky z vrcholu C' a R prusecik osy wvnitrniho wuhlu
pri vrcholu C' s preponou AB. Urcete velikosti vnitinich uhlid tohoto trojuhelniku,
plati-li |SR| = 2|DR).

RESENI. O daném trojuhelniku ABC budeme piedpokladdat, ze z jeho odvésen AC
a BC je delsi ta prvni, a ze tedy tthel BAC (vyznaceny dvéma obloucky na obr. 2)
je mensi nez 45°. V opacném piipadé staci v celém feSeni véetné zavérecné odpovédi
navzajem vymeénit vrcholy A a B.

C

Obr. 2

Protoze trojuhelnik ASC' je rovnoramenny (bod S je stifedem Thaletovy kruznice
opsané pravothlému trojihelniku ABC), je [<ACS| = |<BAC|. Pravothlé trojahelniky
ABC a CBD se shoduji ve vnitinim thlu pfi vrcholu B, jsou tedy podobné a plyne
odtud shodnost thlt BAC a BCD. Uhly ACS a BCD jsou tudiz shodné a mensi
nez 45°, takze je do pravého ithlu AC'B dopliuje nenulovy tthel SC D, jehoz osa je navic
shodna s osou celého tthlu AC' B, coz je poloprimka C'R. Zaroven odtud plyne i shodnost
thlt SCR a DCR (a také to, ze bod R lezi mezi body S a D).
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Oznac¢me P stied tsecky SR a ) patu kolmice z bodu R na pfimku SC'. Pravoihlé
trojihelniky CQR a CDR s pravymi thly pii vrcholech @@ a D se shoduji ve velikos-
tech vnitfniho thlu p#i vrcholu C a v délce (spole¢né) prepony CR, jsou proto shodné
a podle piedpokladu tlohy tak plati |QR| = |DR| = 3|SR| = |PR|. To znamena, Ze troj-
thelnik PRQ) je rovnostranny, takze |<PRQ| = 60°, |xRSQ| = 30° a |<SCD| = 60°.
Protoze tihel pii vrcholu C je pravy, vychéazi |[< BAC| = |xACS| = 15° a |« ABC| = 75°.

JINE RESENI. Stejné jako v predchozim feSeni ukézeme, ze C'R je osou thlu SCD.
Tato osa déli stranu SD trojihelniku SCD ve stejném poméru, jako je pomeér délek
stran prilehlych k témto tsekiim (viz navodnou tlohu 1). Je tedy podle predpokladu
ulohy
|CD| |RD| 1
ICS|  |RS|] 2

Proto je velikost thlu C'SD rovna 30° a velikost ithlu BAC' je 15° nebo 75°.

sin|xCSD| =

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Osa vnitfniho thlu trojuhelniku ABC pfi vrcholu C protind stranu AB v bodé R.
Dokazte rovnost poméru |AC| : |BC| = |AR| : |BR|. [Ozna¢me v velikost vysky troj-
thelniku ABC' prochézejici bodem C. Bod R lezi na ose thlu AC B, jeho vzdalenost
od stran AC a BC je tedy stejni, oznaCme ji r. Dvéma zpusoby vyjadiime obsah
trojuhelniku ARC, plati %|AR|’U = %|AC|’I“. Podobné vyjadiime i obsah trojihelniku
BRC, plati %|BR|’U = %|BC|7". Vydélenim obou téchto rovnosti dostaneme pozadovany
vztah.]

2. Pomoci velikosti vnitinich ahla trojuhelniku vyjadrete velikosti 1hla, které sviraji vysky
trojuhelniku s jednotlivymi stranami a mezi sebou navzajem.

3. Je dana kruznice k se stfedem S. Kruznice [ ma vétsi polomér nez kruznice k, prochézi
jejim stfedem a protina ji v bodech M a N. Pfimka, kterd prochazi bodem N a je rov-
nobézné s ptimkou M S, vytina na kruznicich tétivy NP a N@Q. Dokazte, ze trojahelnik
MPQ je rovnoramenny. [59—C-II-3]

4. Pro vnitini bod P strany AB ostrothlého trojuhelniku ABC ozna¢me K a L paty
kolmic z bodu P na pfimky AC a BC. Sestrojte takovy bod P, pro ktery pfimka C'P
puli tsecku K L. [58-B-S-1]

5. Necht ABC je ostrotuhly trojuhelnik. Oznaéme K a L paty vysek z vrchold A a B, M
stfed strany AB a V prusecik vysSek trojuhelniku ABC. Dokazte, ze osa thlu KM L
prochazi stiedem tsecky VC. [54-B-11-3]

D1. Necht V je pruseéik vysek ostrotthlého trojahelniku ABC. P¥imka CV je spolecnou
tec¢nou kruznic k a [, které se vné dotykaji v bodé V a pfitom kazda z nich prochazi
jednim z vrcholi A a B. Jejich pruseciky s vnitiky stran AC a BC oznaéme P a Q.
Dokazte, ze polopfimka VC je osou thlu PVQ a ze body A, B, P, @ lezi na jedné
kruznici. [62-B-1-3]

D2. V roviné je dadn rovnobéznik ABCD, jehoz uhlopficka BD je kolméa ke strané AD.
Oznaéme M (M # A) prusecéik pfimky AC s kruznici o priiméru AD. Dokazte, Ze osa
usecky BM prochéazi stfedem strany CD. [56-B—11-3]

D3. V libovolném ostrothlém raznostranném trojuhelniku ABC' oznaéme O, V a S po
radé stred kruznice opsané, prusecik vysek a stfed kruznice vepsané. Dokazte, ze osa
usecky OV prochazi bodem S, pravé kdyz jeden vnitini thel trojuhelniku ABC méa
velikost 60°. [59—-A-1-4]

D4. Oznacme S stfed kruznice vepsané danému trojuhelniku ABC a P, Q paty kolmic
z vrcholu C k pfimkam, na kterych lezi osy vnitinich thld BAC a ABC. Dokazte, ze
pfimky AB a PQ jsou rovnobézné. [51-A—-S—2]

6. Dokazte, Ze pro libovolna kladna redlna cisla a, b, ¢ plati

1 n 1 N 1 <1+1+1
a2 —ab+02 b2—bc+c?2 c2—ca+a? T a? b2 2

Urcete, kdy nastane rovnost.



RESENI. Nejprve dokadzeme jednodussi nerovnost

1 1,1 1
- < (=4 = 1
a2—ab+b2_2(a2+b2> (1)

pro libovolna dvé kladné ¢isla a, b. Jmenovatel prvniho zlomku v (1) je zfejmé kladny,
nebot

a® —ab+b* = (a — $b)* + 26> > 0.

Po vynasobeni nerovnosti (1) kladnymi jmenovateli vSech zlomki na obou stranach
dostaneme po upravé ekvivalentni nerovnost

0<a*—a’b—ab®+b*=(a®—0*)(a—D), (1"

ktera je zfejmé splnéna, protoze
a) v ptipadé a > b plati a® > b® a na pravé strané nerovnosti je sou¢in dvou kladnych
realnych cisel;
b) v pfipadé a = b je na pravé strané nerovnosti nula;
c) v pifpadé a < b plati a® < b3 a na pravé strané nerovnosti je soucin dvou zapornych
realnych cisel.
Z této diskuse zaroven plyne, Ze rovnost nastane, pravé kdyz a = b.
Zéménou proménnych (a,b) v nerovnosti (1) proménnymi (b, c), (¢,a) dostaneme
postupné nerovnosti

1 1,1 1
- < (4= 2
b? — be + 2 —2<b2+02>’ (2)

1 1,1 1
— <5+ 3
c2—ca+a2_2<02+a2)’ (3)

v nichz nastane rovnost, pravé kdyz po fadé plati b =c a c = a.
Se¢tenim nerovnosti (1), (2) a (3) tak dostaneme dokazovanou nerovnost

1 n 1 n 1 < 1+1+1
a2 —ab+02 bV2—bc+c?2 2—ca+a? T a®2 b2 2

Rovnost v ni nastane, pravé kdyz nastane rovnost ve vSech tifech uzitych nerovnostech,
tedy pravé kdyz a = b = c.

Pozndmka. Nerovnost (1) mtuzeme dokézat fadou jinych postupii. Napiiklad ji
miizeme upravit na ekvivalentni tvar

0 < (a —b)*(a® 4 ab + b?),

nebo mtizeme pouzit permutacni nerovnost! pro souhlasné usporadané dvojice (a,b),
(a3,b%), nebo milZeme uzit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem?
pro dvé &tvefice (1a?, 1a*, 1a*, 1b%) a (3a?, 1b%, 1b%, 1b%) a vysledné nerovnosti secist,
apod.

Z uvedeného postupu vyplyvéa, ze dokazovana nerovnost plati dokonce pro vSechna
nenulova realna cisla a, b, c.

1 Nap#. Herman J., Simsa J., Kucera R., Metody teseni matematickyjch iloh, Masarykova univerzita
Brno, 1996, str. 126-129.

2 Napt. Kufner A., Nerovnosti a odhady, Skola mladjch matematiki, sv. 39, UV MO v nakladatelstvi
Mlad4 fronta, Praha, 1989, kapitola I.



NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

1.

D1.

D2.

D3.

Dokazte nerovnost a2 — ab + b2 > 0 pro libovolna dvé reilna &isla a, b. [Nerovnost
dostaneme jednoduchou upravou na Ctverec, nebo ukazeme ze uvedeny kvadraticky
trojélen ma v proménné a zaporny diskriminant.]

Dokazte, ze pro libovolna kladné realné ¢isla plati a, b plati nerovnosti

a® + b2 > 2ab, +

SIS

1 1,1 1
>2, a®+b3 2> a%b+ ab?, §7(7+,).
a+b ™ 4\a b

e

Kdy v nich nastane rovnost?
Dokazte, Ze pro libovolna kladné realnéa ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

<
a~|—b+b—|—c+c—|—a:2

1 1 1 1<i+ll) 1>.

[Po<li1e predchézejici alohy plati < < (& + 3). Podobné plati i 77 < 7(3 + 1)

a g < i(% + %) SecCtenim téchto tfi nerovnosti dostaneme pozadovanou nerovnost,
ve které nastane rovnost, pravé kdyz nastane rovnost ve vSech uzitych nerovnostech,
tj. v pfipadé a = b = c.]

Urcete vSechny dvojice (z;y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

@ro(z+2)z(5+2)

[63-B-1-2]
Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati

\/@<2(a2+3ab+b2)<a+b
= 5(a+b) = 2

)

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy pfechézi v rovnost. [59—-C-I-5]
Dokazte, ze pro libovolna kladné cisla a, b a ¢ plati nerovnost

(a+%)+(b+%)+(c+%) > 8.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. [55-B—S—1]
Dokazte, Ze pro libovolna kladna cisla a, b plati nerovnost

§/§+ i/zg i’/2(a—|—b)(é + %)
[49-A-T1-3]

Dokazte, ze pro kazdou trojici x, y, z kladnych ¢isel plati nerovnost

2 2
+ +
T +y y+z z+x

Ve ( ) SVE+VI+VE

Zjistéte, kdy nastane rovnost. [47-B-I1-3]
Dokazte, ze pro kazdou trojici x, y, z nezdpornych cisel plati nerovnost

2(z — VIZ) + y(y — VF@) + 2(2 — \/3y) 2 0.

Zjistéte, kdy plati rovnost. [17-A-1I-2]



