64. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. V oboru redlnych c¢isel reste soustavu rovnic

12 — 2| =2 — 22,

2. Oznacéme K a L po fadé body stran BC a AC' trojuhelniku ABC', pro které plati
|BK| = £|BC|, |AL| = £|AC|. Necht M je prisecik tsecek AK a BL. Vypoditejte
pomér obsahu trojuhelniki ABM a ABC.

3. Najdéte nejmensi prirozené cislo n s cifernym souctem 8, které se rovna soucinu tii
riznych prvocisel, pricemz rozdil dvou nejmensich z nich je 8.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
ve ctvrtek 22. ledna 2015

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym reSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomiticky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



64. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C

1. Pravéa strana prvni rovnice je nezaporné ¢islo, coz se promitne do druhé rovnice,
kde mtzeme odstranit abolutni hodnotu. Také prava strana druhé rovnice je nezaporné
¢islo, coz se s vyuzitim rovnosti |z — 2| = |2 — z| promitne do tfeti rovnice, kde mizeme
odstranit abolutni hodnotu. Dané soustava mé pak tvar

l1+y=2-2,

2—2=q0—2x°

a odtud jednoduchym porovnanim dostavame rovnici

11— 2| =2 — 22

Pro z < 1 dostaneme rovnici 1 —z = x — 2% neboli (1 — z)? = 0, jejiz feSeni x = 1
ovsem predpokladu =z < 1 nevyhovuje.

Pro x 2 1 vyjde rovnice 22 = 1, z jejichz dvou feSeni x = —1 a x = 1 piedpokladu
x 2 1 vyhovuje jen x = 1.
Z dané soustavy pak jednoduse dopocitame hodnoty y = —1 a z = 2. Soustava mé

tedy jediné feseni (z;y;z) = (1;—1;2).

Za systematické a Uplné feSeni udélte 6 bodt. Za odhad feseni (1; —1;2) udélte jeden bod.

2. Oznacme v vysku trojuhelniku ABC na stranu AB, v; vysku trojuhelniku
ABM na stranu AB a vy vysku trojuhelniku K LM na stranu K L (obr. 1). Z podobnosti
trojthelniktt LKC a ABC (zarucené vétou sus) vyplyva, ze |K L| = 2|AB|. Z porovnéni
jejich vysek ze spolecného vrcholu C' vidime, ze vyska v trojihelniku ABC' je rovna
trojnasobku vzdalenosti pticky KL od strany AB, tedy v = 3(v1 + v2). Protoze AK
a BL jsou pricky rovnobézek KL a AB, plyne ze shodnosti ptislusnych stfidavych thla
podobnost trojuhelnikit ABM a KLM.
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Obr. 1

Protoze |KL| = %|AB|, je také vy = %ful, a proto vy + vg = gvl, tudiz

v = 3(1)1 + ’U2) = buy.



Trojuhelniky ABM a ABC maji spoleénou stranu AB, proto jejich obsahy jsou
v poméru vysek na tuto stranu, takze obsah trojihelniku ABC je pétkrat vétsi nez
obsah trojuhelniku ABM.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za urceni poméru podobnosti trojuhelnikt ABM a K LM udélte 2 body,
za urceni poméru podobnosti trojuhelniki ABC a LK C udélte 2 body, za zavéreéné odvozeni poméru
obsaht trojihelniki ABM a ABC udélte 2 body.

3. Hledané cislo n je soucinem tii rtiznych prvocisel, kterd oznacime p, q, r,
p < q<r. Cislo n = pgr mé ciferny soucet 8, ktery neni délitelny tfemi, proto ani n
neni délitelné tfemi. Koneéné hledané ¢islo n neni délitelné ani dvéma, nebot by muselo
byt p =2 a ¢ = p+ 8 = 10, coz neni prvocislo. Musi tedy byt p = 5.

Je-li p =5,je q =p+8 =13, takze r € {17,19,23,29,31,...} a n € {1105,
1235,1495,1885,2015,...}. V této mnoziné je ziejmé nejmensi ¢islo s cifernym sou-
¢tem 8 cislo 2015.

Je-li p > 5, je p = 11 nejmensi prvocislo takové, ze i ¢ = p + 8 je prvocislo. Proto
p = 11, ¢ =2 19, a tudiz r = 23, takze pro odpovidajici ¢isla n plati n = 11-19-23 =
= 4807 > 2015.

Hledané cislo je n = 2015.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za zkusmé nalezeni ¢isla n = 2015 udélte 2 body. Nebude-li dokazano,
ze pro p > 5 neexistuje mensi vyhovujici n, strhnéte 2 body.



