65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci casti |. kola kategorie A

1. V kazdé ze étyr mistnosti je nékolik predmeéti. Necht n 2 2 je prirozené ¢islo. Jednu
n-tinu predmétu z pruni mistnosti preneseme do mistnosti druhé. Nasledné jednu
n-tinu (z nového poctu) predméti preneseme z druh€ mistnosti do treti. Podobné
pak ze treti mistnosti do ¢turté a ze cturté do proni. (Vidy pritom prendsime celé
predméty.) Vite-li, Ze na konci byl v kaZdé mistnosti stejny pocet predméti, urcete,
kolik nejméné predmétu mohlo byt na zacdtku ve druhé mistnosti. Pro ktera n se
tak mize stat?

RESENT. Pii analjze po¢tu pfedmétii po jednotlivych krocich budeme postupovat
,odzadu“. Ukazme predné€, jak lze z poc¢t predmétt ve dvou mistnostech po predéavce
uréit pocty predméti pred ni. Reknéme, Ze v mistnostech A a B je pied predavkou z A
do B postupné a a b predmétt. Tyto pocty po predavce ozna¢me a’, b'. Podle zadani
plati

n—1
a = a, bV =b+ —a.
n n
Z prvni rovnosti a nasledné ze vztahu a + b = a’ + V' najdeme
n 1
a= a, b=1b — a.
n—1 n—1

Oznac¢me nyni M pocet pfedmétt nachazejicich se na konci v kazdé ze ¢tyf mist-
nosti. Opakovanym uzitim odvozeného vztahu (a/,b') — (a,b) se dopracujeme az k vy-
jadteni pocatecnich poc¢tl pomoci hodnot M a n:

Na konci: M, M, M, M;

pied 4 1. T2 M, M, .

n—1 n—1
)

pied 3 > 4: 26 M, " u, M:;
n—1 n—1

pied 23 T2 " M, M:;
n—1 n—1
—9 “1)2 41

pred 1 59 M0=2y, (=D H1L, M,

(n—1)2 (n—1)2

Jelikoz byl podet predmétt v prvni mistnosti na zac¢itku kladny, musi byt n = 3.
Nyni jiz snadno ur¢ime nejmensi moznou hodnotu vyrazu

_(n—1)2+41
Vo= (n—1)2 M.

Citatel a jmenovatel zlomku se lisi o jedna, a tak zlomek nelze kratit. Ma-li vyjit celé
¢islo, musi tudiz byt M = k- (n — 1)? pro vhodné k, a tedy Vo = k((n —1)® + 1).
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Pron = 3 je ovéem (n —1)2+1 = 5, protoi Vo = 5. Volboun =3, k=1a M = 4
pak dosdhneme hodnoty V5 = 5, pricemz se snadno presvédcime, ze odpovidajici ¢tverice
(3,5,4,4) vyhovuje podminkam tlohy: po jednotlivych pfedavkéach z ni dostaneme ¢tve-
fici (2,6,4,4), pak (2,4,6,4), poté (2,4,4,6) a kone¢né (4,4,4,4). Hledany minimalni
pocet predmétti v druhé mistnosti je tak opravdu 5 a lze jej dosdhnout pouze pro n = 3,
nebot pro n > 4 je Vo = 32 + 1 = 10.

Jiné resSeni. Oznacme pocatecni poCty predmétt v mistnostech po fadé a, b, ¢, d

a postupné urcujme pocty predmétt v jednotlivych mistnostech po jednotlivych pre-
déavkach.

Na zacatku: a, b, c, d;
-1
po1l— 2: r a, b+g, c, d;
n n
-1 -1 1
po 2 — 3: r a, r <b+g), c—i——(b—f—E), d.
n n n n n

Pro zjednoduseni oznacme t = b+ a/n (zdiraznéme, ze t je celé). Po dalsim kroku
3 — 4 dostaneme ctvetici pocti:

n—1 n—1 n—1 t 1 t
a, t, <c+—), d+—<c+—>.
n n n n n n

Jelikoz se pocty predmétti ve druhé a tieti mistnosti jiz dale nebudou ménit, mizeme
je porovnat uz nyni a zjistit tak, ze

n—1

t
t=c+ — neboli c= t.
n

n
Jelikoz n a n — 1 jsou nesoudélna ¢isla, usoudime, ze n déli t.
Po dosazeni za ¢ miizeme c¢tverici po treti predavce prepsat na
n—1 n—1 n—1 t

a, tv t? d+ N
n n n n

a proto po poslednim kroku kroku 4 — 1 dojdeme ke ctverici

n—1 1 t n—1 n—1 n—1 t
a+—<d+—>, t, t, <d+—>.
n n n n n n n

Protoze ma jit o Ctyfi stejna cisla, porovnanim tretiho a ¢tvrtého z nich zjistime,

n—1

t
t=d-+ — neboli d= t.
n

n

vvvvvv

n—1 1 n—1 n—1 n—1
a+ —t, t, t, t.
n n n n

n
To jsou Ctyti stejna cisla, pravé kdyz plati

n—1 1 n—1 . n—2
a+—t= t mneboli a= t.
n n n—1

n



Jelikoz a > 0, je nutné n = 3. Navic z nesoudélnosti ¢isel n —1 a n — 2 plyne, ze n — 1
deéli t. Ze vztahu t = b+ a/n lze nyni i b vyjadfit pouze pomoci t a n jako

(n—1)2+1

b= n(n —1)

t.

7 vz

Jak uz vime, obé nesoud€lna cisla n a n — 1 déli cislo ¢, takze je déli i jejich soucin,
a proto t = n(n —1). S ohledem na n = 3 tak ziskdvame odhad

b=((n—1)2+1)- (ﬁ) > 5,
= s

kde rovnost zfejmé nastava jediné pro n = 3 a t = 6. Pro takova n, t (odpovidajici
minimalnimu b = 5) z dfive odvozenych vztaht dopoéteme, ze a = 3, ¢ = d = 4.
Zkouska diky uvedenému postupu neni nutna.

Odpovéd. Ve druhé mistnosti muselo byt minimalné pét predmétii a mohlo se tak
stat pouze v ptipadé n = 3.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Ptirozena ¢isla a, b nazveme nesoudélna, pokud je jejich nejvétsi spolecény délitel roven 1,
tedy nsd(a,b) = 1. Pfipomeiite si zdkladni vlastnosti nesoudélnych &isel:
(a) Po sobé jdouci prirozena &isla jsou nesoudélna.
(b) Jsou-li a,b,c € N a plati-li nsd(a,b) =1 a b| ac, pak platiib | c.
(c) Jsou-li a,b,c €N a plati-li nsd(a,b) =1,a|cab]|c, pak plati i ab | c.
N2. Reste podobnou tlohu pro tfi mistnosti namisto &tyf.

2. Naleznéte nejmensi realné cislo m, pro néz lze najit redlna cisla a, b tak, aby ne-
TOVN 08T
22 +ax + b <m

platila pro kazdé x € (0,2).

RESENI. Na tivod si uvédomme, ze zadné zaporné ¢islo m pozadavkiim tlohy zjevné
nevyhovuje (absolutni hodnota je nezaporné ¢islo).

Ulohu interpretujme geometricky. Podminka ze zadani fiké, Ze graf né&jaké kvad-
ratické funkce y = 22 + ax + b na intervalu (0, 2) méa leZet v horizontdlnim pasu mezi
pfimkami y = +m a y = —m (obr. 1). Otézka pak zni: Do jakého nejtenc¢iho pasu tohoto
druhu lze graf néjaké takové funkce na intervalu (0,2) ,seviit“?

Y

AV }\ 1L y - +m
Y

19) 1 2 T

y=—m



Dobrym kandidatem na nejtenci pas se podle obr. 1 zda byt funkce
fla)=(z—-1)? -5 =0 -2z +4,

proniza=—-2ab= % a ktera, jak hned ukéZeme, na intervalu (0, 2) spliiuje nerovnosti
—3 = fz) £ 3.

Skutecns, diky vyjadreni f(z) = (z—1)%— 1 se jedna o nerovnosti 0 < (z—1)? < 1,
jez plati zaroven pravé pro x € (0, 2). Kvadratickd funkee f(z) = 2% —2z+1 tak vyhovuje
1
5

Ve druhé casti feseni ukézeme, Ze pro zadné m < % vyhovujici kvadraticka funkce
neexistuje.

Klicovym faktem pro nas bude, Ze pro libovolnou funkci f(z) = 22 + ax + b je
alespon jeden z rozdila f(0) — f(1) a f(2) — f(1) vétsi ¢ roven jedné. Odtud vyplyne,
ze Sitka 2m svirajiciho pasu' musi byt vétsi nebo rovna jedné, a hodnoty m < % tak
skuteéné lze vylouéit. Je-li totiz naptiklad f(0) — f(1) = 1 (v piipadé f(2) — f(1) =1
bychom postupovali obdobné), obdrzime kyzeny odhad 2m = 1 snadno z vSeobecné
platné trojihelnikové nerovnosti |a — b| < |a| + |b|:

L= [f(0) = f] = [F(O) + [f()] = 2m.

K zakonceni celého feseni tedy zbyva dokézat platnost alespon jedné z nerovnosti
f(0) — f(1) 21 a f(2) — f(1) 2 1 pro libovolnou f(z) = x? + ax + b. Jelikoz

podmince tlohy pro m =

f(0)=0b, f(l)=14a+b, [f(2)=4+2a+0b,

plati

fO)—fl)=-1-az21 < a
f(2) = r(1)

Alespon jedna z nerovnosti f(0) — f(1) = 1 & f(2) — f(1) = 1 tedy plati vzdy (bez
ohledu na volbu ¢isel a, b).

IV 1A
e

3+az21 & a

Odpovéd. Hledand miniméalni hodnota m je 3.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete nejmensi redlné ¢islo m, pro néz plati |22 — 2| < m pro kazdé x € (—2,2).

N2. Ukazte, ze pro kazdou funkci f(z) = 22 + ax + b existuji ¢isla u,v € R takova, ze
f(z) = (z — u)? + v. Graf kazdé takové funkce je tedy posunutim paraboly y = x2.

N3. Jsou dana tfi realna cisla a, b, ¢, pricemz kazda dvé se lisi alespon o 1. Ukazte, ze pokud
néjaké m € R spliuje |a| £ m, |b] £ m, |c| £ m, pak m = 1.

N4. Ukazte, ze pro libovolnou funkci tvaru f(z) = 2?+ax+b plati alespoii jedna z nerovnosti
f(=1)— f(0) 2 1, f(1) — f(0) = 1. Plati zavér i tehdy, pokud nahradime trojici ¢isel
—1, 0, 1 trojici ¢isel t — 1, ¢, t + 1 pro libovolné t € R?

D1. Rozhodnéte, zda existuji ¢isla a, b, ¢ € R takové, ze rovnice az? + bz +c+t = 0 ma dva
redlné koreny, at zvolime parametr ¢t € R jakkoli.

D2. Budte a, b, c redlna ¢isla. Dokazte, Ze alesponi jedna z rovnic

22 4 (a —b)z 4 (b—c) =0,
2+ (b—c)x+ (c—a)=0,
2?2 4 (c—a)x + (a —b) =0,

1 Viz geometrickou interpretaci z ivodu feseni.
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mé redlny kofen. [Ruskd MO 2007. Uvazte, Ze staci, aby néktera ze t¥{ kvadratickych
funkci z levych stran méla nekladnou hodnotu pro z = 0. Muze se stat, Ze by hodnoty
v nule vysly vSechny tfi zdporné?]

D3. Necht P(x) a Q(z) jsou kvadratické trojéleny, pro které plati, Ze rovnice P(Q(x)) =0
ma kotfeny —22, 7, 13. Urdete ¢tvrty kofen této rovnice, vite-li, Ze je celodiselny. [Ukazte,
ze z hodnot Q(—22), Q(7), @(13) museji byt dvé shodné. Co to pak znamena pro osu
soumérnosti paraboly — grafu funkce Q(z)?)

3. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB a del§i odvésnou BC. Necht
D je pata vysky z vrcholu C. Kruznice k se stredem D a polomérem CD protina
odvésnu BC v bodé Q a ddle primku AB v bodech E a F (E # F'), kde F' je bodem
prepony AB. Usecka QE protind odvésnu AC v bodé P. Dokaste, e |PE| = |QF|.

RESENI. Vidime, Ze dané kruznice k je Thaletovou kruznici s primérem EF a stie-
dem D (obr.2). Pfitom trojuhelnik FFC je zfejmé pravouhly rovnoramenny, proto
|EC| = |FC|. Ukdzeme, ze trojuhelniky FPC a FQC jsou shodné, ¢imz bude tvrzeni
ulohy dokézano.

C

Obr. 2

Uhly CEQ a CFQ jsou shodné, nebot jde o obvodové tihly nad tétivou CQ kruz-
nice k. Koneéné oba tthly ECF a ACB jsou shodné (pravé), proto jsou shodné i jejich
nepiekryvajici se ¢asti, totiz thly ECA a FCB (a tedy i uhly ECP a FCQ). Trojthel-
niky EPC a FQC se tedy skutecné shoduji podle véty usu.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Zopakujte si vétu o stfedovém a obvodovém tuhlu.

N2. Je dan ¢tverec ABCD. Na krats$im oblouku AB opsané mu kruznice zvolime bod X
tak, ze |« ADX| = 30°. Priseciky tsecek XC a X D se stranou AB ozna¢me postupné
Y a Z. Urcete velikosti vnitfnich thla v trojihelniku XY Z.

D1. Je dan étverec ABCD. Na krat$im oblouku AB opsané mu kruznice zvolime bod X.
Prusecik tsecky X C se stranou AB oznac¢ime Y a prusecik usecky X D s thlopfickou AC
oznadime Z. Ukazte, ze YZ 1 AC. [Naleznéte skrytou ¢tvefici bodi, co lezi na jedné
kruznici.|

D2. Na stranach BC a CD &tverce ABC D zvolme postupné body K a L tak, ze |xLAK| =
= 45°. Ukazte, ze | BK|+|DL| = | K L|. [Oto¢te bod K o0 90° kolem A a uzijte shodnosti
vhodnych trojuhelniku.]

4. Nela s Janou zvoli prirozené cislo k a nasledné hraji hru s tabulkou o rozmérech 9x9.
Zacinagict Nela pokazdée svym tahem vybere jedno prdzdné policko a vepise do néj
nulu. Zato Jana ve svém tahu do néjakého prazdného policka napise jednicku. Navic
po kazZdém tahu Nely ndsleduje k tahi Jany. Pokud se kdykoli béhem hry stane, Ze
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soucet cisel v kazdém rddku i v kazZdém sloupci je lichy, vitézi Jana. Pokud divky
vyplni celou tabulku, aniz by se tak stalo, vitézi Nela. Naleznéte nejmensi hodnotu k,
pro niz md Jana vitéznou strategii.

RESENT. UkaZme nejprve, ze v piipadé k = 3 vyhraje Jana. Pracujme se &tverci
Aj, Ay a Az o rozmérech 3 x 3 (obr.3). Ctverec 3 x 3 povazujeme za pokryty, pokud
se nachazi v kazdém jeho radku i sloupci pravé jedna jednicka. Pokud Jana pokryje
¢tverce Ay, As a As, aniz zahraje do jinych ¢tvercu, zajisti si vyhru, nebot vSechny
radkové i sloupcové soucty budou rovny lichému cislu 1.

Ay

Obr. 3

Je ziejmé, ze je-li po tahu Nely v nékterém cétverci 3 X 3 zapsana nejvysSe jedna
nula (a zadna jednicka), mize Jana diky hodnoté k& = 3 tento Gtverec trojici svych tahi
pokryt. Strategie Jany je tedy nasledujici: Pokud Nela svym tahem zahraje do nékterého
nepokrytého ¢tverce A;, As nebo As, pokryje vzapéti Jana tento ¢tverec. V opac¢ném
pripadé pokryje Jana libovolny z dosud nepokrytych ¢tvercti A;, Ay a As. Po prvnich
tfech trojicich tahti Jana takto vzdy zvitézi.

Tvrdime, ze v pfipadech k € {1,2} ma vitéznou strategii Nela. Nejprve si uveé-
domme, Ze pokud néjaky tah nabizi Jané vyhru (nazvéme jej vitézny tah), znamena to,
ze pred jeho zahranim je lichy soucet presné v osmi sloupcich i osmi fadcich, pficemz
onen vitézny tah je tahem Jany na priisecik jediného ,sudého” fadku s jedinym ,sudym®
sloupcem. Z toho vyplyvéa, ze méa-li kdy Jana vitézny tah, je pak takovy tah presné jeden.

Nyni je ziejmé, jak Nela dosdhne vitézstvi v pripadé k = 1. Ma-li Jana po svém tahu
k dispozici vitézny tah, Nela na ono policko napiSe nulu, a Jana tak o svoji (jedinou)
moznost vyhry v dalsim tahu prijde. Nema-li naopak Jana po svém tahu k dispozici
vitézny tah, ptripiSe Nela dalsim tahem nulu kamkoli. Tim se soucty v fadcich ani sloup-
cich nezmeéni, takze Jana dalsim tahem nevyhraje. Takto Nela dosdhne vyplnéni celé
tabulky, aniz by Jané dovolila vyhrat.

V pripadé £ = 2 bude hrat Nela podle stejné strategie jako ptfi k£ = 1, a zabrani
tak tomu, aby Jana mohla nékdy zvitézit po prvnim ze své dvojice tahd. V tom druhém
ovSem Jana nikdy vyhrat nemiize, nebot po jeho zahrani bude v tabulce celkem sudy
pocet jednicek, a bude tak vylouéeno, ze by lichy pocet jednic¢ek byl v kazdém z (lichého
poc¢tu) deviti Fadki.

Odpovéd. Nejmensi hodnota k, pro niz ma Jana vitéznou strategii, je k = 3.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Reste danou hru nejprve v tabulce 3 x 3.
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N2. Na kouzelném stromé vyrostlo 25 citront a 30 pomerancu. Sadai utrhne kazdy den
dva plody, poté pres noc vzdy na stromé vyroste jeden novy plod, a to pomeranc
(resp. citron), byly-li utrzené plody stejné (resp. rtizné). Jaky plod vyroste na stromé
posledni? [Citron — jejich pocet je totiz po kazdé noci lichy.]

D1. Simona a Lenka hraji hru. Pro dané celé &islo k takové, ze 0 < k < 64, vybere Simona
k policek sachovnice 8 x 8 a kazdé z nich oznaci k¥izkem. Lenka pak Ssachovnici néjakym
zplsobem vyplni dvaatficeti dominovymi kostkami. Je-li pocet kostek pokryvajicich
dva k#izky lichy, vyhrava Lenka, jinak vyhrava Simona. V zévislosti na k urcete, kterad
z divek mé vyhrévajici strategii. [64—C-1-3|

D2. V levém hornim rohu Sachovnice 8 x 8 stoji figurka krale. Dva hraci se st¥idaji v tazich,
pfi¢emz kazdy svym tahem (legdlnim Sachovym tahem) posune figurku na misto, na
némz jesté nestala. Kdo nema kam tadhnout, prohral. Ukazte, ze hrac¢ hrajici jako prvni
ma vitéznou strategii. [Rozdélte Sachovnici na obdélni¢ky 2 x 1 a naleznéte pro prvniho
hrace strategii, v niz do zddného obdélnicku netdhne jako prvni.]

D3. V levém hornim rohu Sachovnice 8 x 8 stoji figurka koné. Dva hraci se stiidaji v tazich,
pficemz kazdy svym tahem (legdlnim Sachovym tahem) posune figurku na misto, na
némz jesté nestila. Kdo nema kam tadhnout, prohral. Ukazte, Ze zacinajici hra¢ ma
vyhrévajici strategii. [Rozdélte Sachovnici na obdélnicky 2 X 4 a v nich policka rozdélte
do dvojic se stejnym Gmyslem jako v tloze D2.]

5. Je dan trojuhelnik ABC s nejkratsi stranou BC. Na strandach AB, AC a na polo-
primkdch opacnych k poloprimkam BC', C'B zvolme postupné body X,Y , K, L tak,
aby platilo |BX| = |BK| = |BC| = |CY| = |CL|. Primky KX a LY se protinaji
v bodé M. Dokazte, Ze téziste trojuhelniku K LM splyvd se stredem kruznice vepsané
trojihelniku ABC.

RESENI. Protoze tthel ABC je vné&jsim tithlem rovnoramenného trojihelniku X K B
s hlavnim vrcholem B (obr.4), je zfejmé pfimka K X rovnobézné s osou tthlu ABC.

Obr. 4

Z hodnoty poméru |LB| : |[LK| = 2 : 3 pak ovSem vyplyva, Ze zminéna osa uhlu
ABC' prochézi tézistém trojuhelniku K LM. Pokud totiz oznac¢ime LI jeho téznici
a Lo jeji prusecik s osou thlu ABC, pak z podobnosti trojuhelniki ALBLy ~ ALK Ly
(podle véty wu) ziskame

LLo| _ |LB| _2

L, ~ ZK| " 3

Bod L, tedy lezi ve dvou tfetinach téznice LI od vrcholu L, takzZe je skutecné tézistém
trojuhelniku KL M.



vvev

niku K LM. Jelikoz priisecik os vnitinich thld trojuhelniku je stfedem jeho kruznice
vepsané, je tvrzeni ulohy dokazano.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Ukazte, ze v kazdém trojuhelniku ABC je osa vnitfniho thlu kolmé na osu vnéjsiho
thlu u téhoz vrcholu.

dem T oddéli mensi trojuhelnik ADE. Urcete, jaky je pomér obsaht trojuhelnika ABC
a ADE.
V trojuhelniku ABC ozna¢me I stfed kruznice vepsané a I, stfed kruznice pripsané
strané BC'. Ukazte, ze

(a) body B, C, I, I, lezi na kruznici s primeérem I1, [uzijte vysledek tlohy N1],

(b) stfed tsecky Il, lezi na ose usecky BC,

(¢) body dotyku kruznice vepsané a kruznice pfipsané strané BC se stranou BC jsou

soumérné sdruzené podle osy tsecky BC.

Je dan trojuhelnik ABC' s tupym tuhlem pi#i vrcholu C. Osa o1 tuseCky AC protina
stranu AB v bodé K, osa oz usecky BC protina stranu AB v bodé L. Prusecik os 01
a oz ozna¢me O. Dokazte, ze stfed kruznice vepsané trojihelniku K LC lezi na kruznici
opsané trojuhelniku OK L. [64—-A-II-1]
V tétivovém c¢tyithelniku ABCD oznaéme L, M stfedy kruznic vepsanych po fadé
trojuhelnikim BC' A, BC'D. Déle oznacme R prusecik kolmic vedenych z boda L a M po
fadé na pfimky AC a BD. Dokazte, ze trojuhelnik L M R je rovnoramenny. [56—A-111-2]

6. Na tabuli je napsan soucin

1-2-3-...-n.

Pro kterd prirozend c¢isla n = 2 je moZno za nékteré z ciniteli dopsat vykFicnik,
a nahradit je tak jejich faktoridly, aby vysledny soucin byl roven druhé mocniné
prirozeného cisla?

RESENI.

Podobné jako v navodnych ulohach budeme znaéit exponent (pfipadné

nulovy) u prvocisla p v prvociselném rozkladu ¢isla n jako v,(n). Uvédomme si nékolik
ziejmych poznatkii:

Pro v8echna m, n a kazdé prvocislo p plati v,(mn) = v,(m) + v,(n).

Pro kazdé prvoéislo p plati v, (p!) = v,(p) = 1.

Pro kazdé prvoéislo p plati v,((p+1)!) =1, v,(p+ 1) = 0.

Pro kazdé prvocislo p a kazdé n < p plati v,(n!) = v,(n) = 0.

Cislo n je druhou mocninou pfirozeného ¢&isla, pravé kdyz v,(n) je sudé? pro kazdé
prvocislo p.

Oznac¢me S = n! pocatecéni hodnotu soucinu na tabuli a S’ jeho koneénou hodnotu
po dopsani faktoridlt. Diky uvedenym vlastnostem funkci v, je jasné, Ze pokud je n
rovno néjakému prvocislu p, pak bude platit v,(S) = v,(p!) = 1 stejné jako v,(5’) =1,
nebot pripisovani faktorialt zastoupeni prvocisla p = n v souéinu ¢isel na tabuli nezvysi.
Cislo v,(9’) tak bude liché, a proto S’ nebude druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

Ve druhé ¢asti feSeni budeme naopak predpokladat, ze dané ¢islo n = 2 neni prvo-
Cislo (takze n = 4), a ukdzeme, ze faktoridly miZeme piipsat tak, aby vysledny souéin

>

>
>
>
>

S'=fi-fofaii fa,

kde fi je jedno z ¢isel k nebo k! pro kazdé k, byl druhou mocninou pfirozeného ¢isla. To,
jak vime, nastane, pravé kdyz v soucinu S’ bude kazdé prvodislo p zastoupeno se sudym

2 Za sudé cislo povazujeme i nulu.



exponentem v,(S"). Protoze samo n dle pfedpokladu prvocislo neni, sou¢in S’ jisté
obsahuje pouze prvocisla mensi nez n. Jelikoz kazdé takové prvocislo p neni zastoupeno
v Cinitelich f1, fa, ..., fp—1 viibec a v ¢initeli f, pravé jednou, pfislusny mocnitel v, (S")
je stejny jako mocnitel daného prvocisla p ve ,,zkraceném* soucinu

p'fp+1'fp—|—2'---'fn- (1)

Jak tedy zajistit, aby kazdé prvocislo p < n bylo v odpovidajicim soucinu (1) zastoupeno
se sudym exponentem? Protoze v druhém ¢initeli f,11 z (1) je prvocislo p zastoupeno
bud jednou (to kdyz f,+1 = (p+1)!), nebo zastoupeno viibec neni (je-li naopak f,11 =
=p+1), ,spravné“ zastoupeni p v soucinu (1) mizeme zajistit volbou hodnoty fp41,
at jsou nésledujici hodnoty f,i2,..., f, zadany jakkoli.?

Z predchozi avahy uz plyne konstrukce pozadovaného vybéru faktoriali. Nejprve
libovolné zvolime hodnoty fi € {k, k!} pro vSechna takova k < n, pro néz ¢islo k — 1
nent prvocislo. Ostatni hodnoty fi, tedy hodnoty f,+1, kde p je libovolné prvocislo
mensi nez n, pak budeme volit ,,odzadu®, tj. od nejvétsiho takového p po nejmensi.*
Vzdy, kdyz bude pro nékteré prvocislo p < n na fadé volba hodnoty f,1, tedy druhého
¢initele v soucinu (1), budou jiz jeho ostatni ¢initelé urceni, a tak volbu f,41 provedeme
»Spravné“ ve smyslu predchoziho odstavce.

Tim je konstrukce druhé mocniny S’ zavrSena a feSeni celé tlohy hotovo.

Odpovéd. Hledand n 2 2 jsou pravé vSechna slozena ¢isla.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Jaky nejmensi nasobek ¢isla 2016 je druhou mocninou pfirozeného ¢isla?
N2. Pro jaké nejmensi pfirozené éislo n plati 2015 | n!?
N3. Kolika nulami kon¢i ¢islo 2015!7
N4. Pro dané ptirozené cislo n a prvocislo p uvazme nejvétsi nezaporné celé cislo k, pro néz
plati p* | n. Toto ¢islo k budeme znadéit vp(n) a fikat mu p-valuace éisla n. Jiny pohled
na véc je, ze vp(n) znaéi exponent u prvodéisla p v prvociselném rozkladu éisla n. Pro
libovolné pfirozena cisla a, b ukazte nasledujici:
(a) vp(ab) = vp(a)+ vp(b),
(b) vp(a?) = bup(a)-
(c) Ptirozené ¢&islo b je druhou mocninou, préavé kdyz vp(b) je sudé pro kazdé prvo-
¢islo p.
(d) a| b, pravé kdyz vp(a) £ vp(b) pro kazdé prvoéislo p.
(e) Je-li vp(a) # vp(b), pak plati vp(a + b) = min(vp(a), vp(b)).
D1. Zjistéte, pro kterd pfirozend &isla n = 2 je mozno za nékteré z initeltl souéinu

1-2-3-...-n

dopsat vykticénik tak, aby vysledny soucin nebo jeho dvojnasobek byl roven treti moc-
niné pfirozeného ¢&isla. [Hledana jsou pravé ta slozend n, pro néz je i ¢islo n — 1 slozené.]
D2. Ukazte, ze pro kazdé prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p plati vzorec

vp(n!):[%J+{I%J+...+L%J+....

D3. Ukazte, Ze
n — sp(n)

vp(n!) = p—1

)

3 Plati to samoziejmé i pro pfipadné prvocislo p = n — 1, kdy je ¢initel fp41 = fn v souéinu (1)
posledni; tehdy musime pfirozené volit f, = n!.
4 Posledni tak bude volba f3 odpovidajici nejmensimu prvoéislu p = 2.

9



D4.
Db5.

Dé6.

kde sp(n) je ciferny soucet ¢isla n zapsaného v soustavé o zdkladu p. [Zapiste n v sou-
stavé o zakladu p jako n = ag + a1p + ... + arp®, uzijte vysledku D1 a pro uréeni
koeficient u kazdé z mocnin p pak seététe vhodnou geometrickou posloupnost.]
Naleznéte vSechna n pfirozena, pro néz 2"~ ! | n! [UZijte vysledku predchozi tlohy.]
Ukazte, ze pro libovolna pfirozena cisla m,n je vyraz

(2m)!(2n)!

nlm!(m + n)!

vzdy roven celému ¢islu. [MMO 1972]
Ukazte, ze pro libovolna prirozena cisla m, n plati

)

vy ((n+m)) _ sp(n) + sp(m) = sp(m +n)

m p—1

kde opét sp(n) je ciferny soucet ¢isla n zapsaného v soustavé o zékladu p. Souvisi
vysledek s poCtem ,pfenosi“ pii pisemném s¢itani v soustavé o zakladu p?
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