65. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &asti kolniho kola kategorie A

. Prvocislo nazveme pékne, jestlize je lze zapsat jako rozdil dvou tretich mocnin
prirozenych cisel. Urcete posledni ¢islice vSech péknych prvocisel.

. Kladna realna c¢isla a, b, ¢, d splituji rovnosti

Dokazte nerovnost ab = 4 a najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu ab + cd.
. Je dan lichobé&znik ABCD (AB || CD), ve kterém plati |BC| = |AB| + |CD].
Dokazte, ze
(i) na rameni AD lezi bod kruznice nad pramérem BC),
(ii) na rameni BC lezi bod kruznice nad pramérem AD.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 8. prosince 2015

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodt, Gspésnym feSitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodi
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



65. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢4sti $kolniho kola kategorie A

1. Nejprve si v§imnéme, ze 53 — 43 =61, 23 — 13 = 7 a 33 — 23 = 19 jsou vesmés
pékna prvocisla, takze 1, 7 a 9 patii k hledanym poslednim ¢islicim. Ukazeme, zZe jiné
¢islice jako posledni stat nemohou.

Zvolme si pékné prvoéislo p a zapisme je jako m3 — n3, kde m > n jsou pfirozena
¢isla. Podle znamého vzorce pak

p=m?—n3=(m—n)(m?*+mn+n?),

a jelikoz je druhd zavorka vétsi nez 1, znamend to, ze musi byt m = n+1 (jinak bychom
prvocislo p rozlozili na sou¢in dvou ¢initeli vétsich nez 1). Po dosazeni vyjde, Ze

p=3n%+3n+1. (1)

Jelikoz 3n%+3n+1 > 6, musi byt prvoéislo p liché a rfizné od péti. Tim jsme vylouéili
0, 2, 4, 5, 6 a 8 coby mozné posledni cislice, a zbyva tak uz jen vyloucit ¢islici 3.

K tomu jisté postaci zjistit, jaké zbytky pii déleni péti davaji ¢isla tvaru 3n+3n+1.
Dosazenim jednotlivych zbytka 0, 1, 2, 3 a 4 do (1) postupné vyjdou zbytky 1, 2, 4,2, 1,
¢imz je zbytek 3 skutecné vyloucen.

Odpovéd. Posledni ¢islice péknych prvodcisel jsou pravé jen 1, 7 a 9.

Pozndmka. Odvozeni vztahu (1) neni nezbytné. Po zjisténi poznatku m = n+1 stadi
totiz vyhledat mozné cislice rozdilt tfetich mocnin dvou po sobé jdoucich pfirozenych
¢isel. K tomu nejprve sestavime tabulku poslednich &islic éisel & a k3:

k

0 4
k0

123456789

187456329

Vidime tak, ze posledni éislice rozdili (k + 1) — k2 jsou
1-0,8-1,17-8,14-7,5—-4,6-5, 13-6, 12—-3, 9—-2, 10 -9,

tedy jediné ¢islice 1, 7 a 9. (I tak je ovSem nezbytné piiklady péknych prvocisel s témito
poslednimi ¢islicemi dolozit.)

Za Uplné Teseni udélte 6 bodl. Za nalezeni péknych prvocisel koncicich kazdou z ¢islic 1, 7 a 9 udélte
dohromady 1 bod. Jakykoli spravny argument vedouci k vylouceni kazdé z ¢islic 0, 2, 4, 5, 6 a 8 ocente
rovnéz jednim bodem. Dalsi dva body udélte za odvozeni, ze hledané prvoéisla maji tvar 3n% 4+ 3n + 1.

Zbylé dva body pak za dokonceni feSeni. PFi postupu z pozndmky naopak 1 bod strhnéte, pokud fesitel
opomine uvést odpovidajici priklady péknych prvocisel.

2. Pro diikaz nerovnosti ab 2 4 dosadme ze zadanych vztaht. Ziskdme tak odhad

1 1 1
abz(c—i——)(d—l——):cd—1—1—|—1+—§47
d c cd

kde jsme v posledni nerovnosti vyuzili zndAmého faktu, ze pro kladna ¢isla = (tedy i pro
r=cd>0)plati v+ 1/z = 2.



V druhé c¢asti tlohy budeme postupovat obdobné. Dosazenim za a a b vyjde

1 1
ab+ cd = (2+cd—|——>—|—cd:2+20d—|——.
cd cd

Tentokrat vyuZzijeme nerovnost x + y = 24/xy, kterd plati pro libovolnad nezdporné
¢isla x, y. Zvolime-li v ni x = 2¢d, y = 1/cd, obdrzime

2cd + 1 > 2v/2.
cd

Vidime, ze ab+cd = 2(1++/2). Abychom se piesvédéili, Ze se jedna o hledané minimum,
nalezneme pripustné hodnoty c¢isel a, b, ¢, d, pro néz v této nerovnosti nastane rovnost.

Vyjdeme z toho, Ze v pouzité nerovnosti nastava rovnost, pravé kdyz = = y neboli
2cd = 1/cd, coz lze upravit na (cd)? = 1/2. To zajistime napiiklad volbou ¢ = 1,
d = v/2/2 a k témto hodnotdm pak ze zadanych vztahti dopocitdme a = 1 + /2,
b = 1+ /2/2. Sestrojena Ctvefice tak splituje podminky ze zadani a zaroveii pro ni
plati ab + cd = 2(1 4+ /2). Miizeme si tedy byt jisti, Ze hodnota 2(1 + v/2) je hledanym
minimem vyrazu ab + cd.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za feseni prvni ¢asti udélte dva body. V ¢asti druhé udélte t¥i body za
diikaz nerovnosti ab 4 c¢d = 2(1 4 v/2) a jeden bod za sestrojeni ¢tvefice hodnot a, b, ¢, d, pro niz je
ab+ cd = 2(1 + V/2). Pouzité nerovnosti z + 1/x =2 2 a x +y = 2\/x7y (z nichz prvni plyne z druhé
volbou y = 1/x) neni nutné dokazovat, staéi je bud oznadit za zndmé, nebo se odvolat na nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym primérem dvou cisel.

3. (i) Oznacéme M, N po fadé stfedy ramen BC, AD. Ukazeme, ze bod N lezi na
kruznici s primérem BC'.

Dosazenim dané rovnosti do znamého vztahu pro stfedni pricku lichobézniku zis-
kame rovnost
|AB| + |CD| _ llBC’|.

2 2

To znamend, ze vzdalenost bodu N od stifedu M kruznice nad primérem BC' je rovna
jejimu poloméru. Bod N je tedy bodem kruznice nad primérem BC.

(ii) S ohledem na zadanou podminku existuje na strané BC bod E takovy, Ze
|BE| = |AB| a |[EC| = |CD]| (obr.1). Ukazeme, ze plati |[<AED| = 90°, a bod E pak
bude onim hledanym bodem na Thaletové kruznici nad primérem AD.

[MN| =

D C

Obr. 1



To ovSem plyne primo z rovnoramennosti trojihelnikt ABE, EC'D a rovnobéznosti
pfimek AB a CD:

|XAED| = 180° — | AEB| — |xCED| =
= 5((180° — 2|x<AEB|) + (180° — 2|xCED|)) =
= (% ABE| + |xDCE]) = 90°.

Jsme tedy hotovi.

Pozndmka. Zacneme-li celé feseni rovnou dikazem, ze trojuhelnik AED je pravo-

uhly, mizeme si pak uvédomit, ze navzajem kolmé osy jeho stran AE a ED prochazeji
stfedem N opsané kruznice. To vSak znamend, ze i trojihelnik BC'N je pravouhly, takze
kruznice nad prumérem BC' prochéazi stfedem N strany AD.
Za plné feseni kazdé z ¢asti udélte 3 body. V ¢ésti (i) udélte jeden bod, pokud zék definuje bod N
a zaroven projevi amysl ukézat, ze lezi na kruznici s prumérem BC. Zbylé dva body udélte, pokud se
mu to podaii. Cést (ii) obodujte analogicky. V piipadsé, Ze se z4k pusti jinou cestou, mé&jte na paméti, ze
pro feseni kazdé z ¢asti je potfeba vyuzit podminku ze zadani. Bez ni totiz ani jeden ze zavéri obecné
vzato neplati.



