Reseni tloh 1. kola 57. rocniku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Autor uloh: J. Thomas

1. Ulohu muZeme vyhodné Fesit ve vztazné soustavé (O',2',y',t), jejiz pocéatek se
pohybuje spolu s drakem, osa x’ je vodorovna a osa y' svisla (obr. R1). V této
vztazné soustavé je rychlost chlapce u’ = u— v a uzlik na niti obiha okolo poc¢atku
po kruznici o poloméru [. V uvazovaném okamziku se nit otac¢i okolo pocatku

thlovou rychlosti
Uy uSsin o — v cos o

T i+L I+ L
kde u; je velikost slozky rychlosti ¢’ kolmé k niti. Velikost rychlosti uzliku v ¢arko-
vané soustave je

w

[
[+ L
Ve vztazné soustavé spojené se zemi jsou souradnice rychlosti uzliku, jeji velikost
a odchylka od vodorovné roviny

w

! . !/
w, = w'sina, w, =w'cosa+v, w=,/wi+w, v = arctg —2.
Wy,

[
W=7 (usin o — v cos @)

w' = wl = (usina — vcosa).

[sin «v
[+ L
[cos
[+ L

/. .
w, = w sina = (usin o — v cos )

/ .
Wy =W cosSa + v = (usina —vcosa) + v

Obr. R1 Obr. R2



— S 2 _
W=/ Wwy + w; =
2

[si 2l
= \/[ Sma(usinoz—vcosoz)] + [ COS&(usina—vcosa)+v =13m-s!

[+ L [+ L

lcosa :
T (usina —veosa) + v

v = arctg =

Isina
T (usina —vcosa)

_ lcosa(usina —vcosa) +v(l + L)

_ , =T71°
[ sin a(usin a — v cos @)

Alternationd reSent s pouZitim principu superpozice

Rychlost uzliku miizeme urcit jako vektorovy soucet rychlosti, kterou by mél, kdyby
se drak nepohyboval a chlapec bézel rychlosti u, a rychlosti, kterou by mél, kdyby
drak stoupal rychlosti v a chlapec stal na misté. V obou pripadech predpokladame,

ze se nit odviji z civky. Pro vySetfeni obou ptipadii zvolime vztaznou soustavu podle
obr. R2.

V prvnim pripadé by se nit otacela tthlovou rychlosti w; = z;ing a souradnice
rychlosti uzliku by byly
Wy = lwy = : usina, w,, = 0.
[+ L ro
V druhém pripadé by se nit otacela tthlovou rychlosti we = vl(stoc a soufadnice

rychlosti uzliku by byly
L
[+ L

Wyp = Ly = VCOSQ, Wy, = Usina.

Superpozici dostaneme
vL cosa + ul sin o
[+ L ’

Pro velikost vysledné rychlosti pak plati w = | /w2 + wj. Odchylka rychlosti w od

Wy = Wey + Way = Wy = Wy, = VSN .

kladné poloosy y je 8 = arctg —L a od vodorovné roviny v = 180° — a — f3.

—~ L l ?
w2+l = \/ v Cosl()z++Lu smoz) +(usina)? =13m-s"!

3 o Ve ; vL cos a + ul sin
= arctg — = arc
gwy & v(l+ L)sin«
vL cos a + ul sin o

= 180° — o — arct =71°
v @ as v(l+ L)sina

Bodové hodnoceni: teoretické feseni 7 bodti, numericky vypocet 3 body.



2.a)

Ke zjisténi AU vysetiime piipad, kdy stfela ma rychlost rovnou pravé vy.
(Zména AU bude stejna ve vsech piipadech, kdy stiela deskou proleti — prace
vykonané stielou je stejna — ale pro vypocet je vyhodné vyuzit pripad, kdy stiela
a vozik budou mit po pristfelu stejnou rychlost). V takovém pripadé ma stiela
pii opousténi desky stejnou rychlost jako deska s vozikem. Probéhl tak dokonale
nepruzny raz, kdy obé télesa zistavaji u sebe a pohybuji se spole¢né rychlosti
o neznamé velikosti u. Druhou neznamou zustava prirtstek vnitini energie AU.
Pak:

1 1
mug = (m + M)u, imvg = §(m + M)u* + AU,

1 1 m2v?
AU = —mv? — = My—2 =
5 2(m+ )(m+M)2

mMuv3
=M (1 - m) = 2my oy U
Ciselng: AU = 220 J.
4 body
Pti priletu stfely o rychlosti v > vy deskou plati zakon zachovani hybnosti:

mv = muvy + Mu, (2)

kde vy je rychlost stfely po pruniku deskou a u rychlost voziku s deskou. Plati
také zédkon zachovani energie:
1 5, 1

1
gmv” = imvf + §Mu2 + AU. (3)

muv — Mu

Z rovnice (2) vyjadiime v = a dosadime do rovnice (3). Po tupravé

dostaneme:

M \? M?
mv2:m(v——u> + Mu? +2AU = mv? — 2Mou + —u® + Mu? + 2AU.
m m

Po dosazeni za AU z (1) a upravé dostaneme kvadratickou rovnici

M 2
(1+E>UQ_QUU+mT?M:O s koreny u:m_l_LM(v:I:\/vQ—vg).

2 body
Cim vetsi je pocatecni rychlost, tim kratsi je doba piisobeni stejné sily na dievo
a tim mensi je impuls. Vozik tak prevezme mensi hybnost a bude se pohybo-

vat pomaleji. Konecna rychlost voziku tedy klesé s rostouci poc¢atecni rychlosti
stfely, proto tloze vyhovuje mensi koren

m+ M 0
1

Ciselng pro rychlost stfely v = 250 m - s~! dostaneme u = 1,9 m - s~ 1.

2 body



c)

7, této uvahy téz plyne, ze vozik ziskd nejveétsi rychlost pii nejmensi rychlosti
strely, tj. pro v = vy. Proto plati

max — = 5,8 ) .
" m+ M s
2 body
Na pocatku je tlak v obou ¢astech vélce
anTl ngRTQ n1 TQ‘/i
= = , to — = = 1,46.
T v, P n T T
2 body

Na pocatku v kazdé ¢asti nadoby plati pro ptislusny plyn stavové rovnice
poVi = RTy, poVa = naRT5.

Jejich se¢tenim dostaneme
po(Vi + V) = R(ni Ty + noTh).

Po vyrovnani teplot popisuje soubor obou plynt s celkovym latkovym mnozstvim
ny + ng pii stejné teploté T' a stejném tlaku p stavova rovnice p(V; + Vo) =
= (n1 + ng) RT. Délenim rovnic pro cely soubor plyni dostaneme

P (m+n)T  LVi+TiV;

po mT+nTy  TyT(Vi+ Vo)

4 body
Vyslednou teplotu 1" urcime ze zédkona zachovani energie, nebot celkova vnitini
energie soustavy obou idealnich plyni se béhem déje nezménila (plyny si vymeénily
teplo pouze mezi sebou a téz prace vykonana jednim plynem pfi rozpinani je
rovna praci prijaté druhym plynem pii stlaceni). Pro vnitini energii souboru
plynt na pocatku a na konci déje plati:
Cy1Ty + Cvoly

CV1T1+OV2T2 = (CV1+OV2)T = T = CV1+CV2 = 291 K.
ToVi+ TV CyiT1 + CysT:
Pak £ — £2V1 12 Lvidi V242 _ ()88
o T MLV + V) Cyit Cys |
4 body

4. Vzhledem k tomu, Zze pocatecni hodnota proudu civkou je nulova, budou casové
pribéhy proudu civkou a napéti na civce popisovat vztahy

€
i = I, sinwt, U = L—Z = Lwl,, coswt = Uy cos wt. (1)

dt

Amplituda napéti na civce U, = Lwl,, je rovna jeho pocatecni hodnoté. Plati

Un

=1 2)

w



Pro napéti pred pripojenim civky plati

U 2U U
Upp = Uag = 3 Upa = Upg = 3 Upa = 3

4 body

Resent ilohy uzitim zdkona zachovdni energie

a)

Kapacita soustavy kondenzatoru pred pripojenim civky Cy = %C. K nabiti
kondenzatort musel zdroj dodat naboj ()1 = %C’U . Energie této soustavy E; =

= %C’ U?. V okamziku, kdy bude civkou pfipojenou mezi body A a D prochazet
maximalni proud, bude jeji napéti nulové a energie jejtho magnetického pole
E,= %L[rzn. Body A a D, k nimz je pripojena, budou mit stejny potencial. Na

vSech kondenzétorech bude stejné napéti U/2 a celkova energie kondenzatort
bude

1 U 1. U? 3
By=2(-C" + =202 = 2cU™
5 (204 +2 C4> 4CU
o . : e U U 3
Naboj dodany zdrojem se musi zvétsit na QQy = 205 + C'§ = QCU

a zdroj musi vykonat praci W, = U(Qs — Q1) = %C’UQ.

Podle zakona zachovani energie musi platit

1 1 3 2 1
—LIE=W,— (Ey— E) =-CU*~ |~ -2 | CU*= —CU”.
9 m (B2 = E1) = 5 <4 3) 12
| C
Z toho ]m =U 6_L
Amplituda napéti na civce je rovna pocateéni hodnoté: U, = 3

v
. 3 B 2
Z (2) dostaneme w = LU—C =\/3TC"
6L

Pripojime-li civku mezi body A a B, nedojde ve vétvi EDB k zadné zméné.
V okamziku, kdy bude civkou prochézet nejvétsi proud, bude napéti na kon-
denzéatoru mezi body A a B nulové a na kondenzatoru mezi body A a E bude
napéti U. Celkova energie kondenzéatort bude

1. U? 1 _4U0% 1 4
B3 = 20—+ -C—— + =2CU* = -CU".
3 209+209+20U 3CU

Naboj dodany zdrojem se zvétsi na Q3 = %C’U + 20U = %C’U

a zdroj musi vykonat praci W, = U(Q3 — Q1) = %CU?



Podle zakona zachovani energie musi platit

1 4 4 2 2
5L[§1 =W, — (B3 — E)) = §CU2 — <— — —) CU* = gCU?

3 3
B | C
Z toho I, = 2U 3L

Amplituda napéti na civce je rovna pocatecéni hodnoté: Uy, =

2
§U'

2U
Z (2) dostaneme w = _ 3 ’/L.
[C 3LC

2LU 3T

3 body
c) Pripojime-li civku mezi body A a E, nedojde opét ve vétvi EDB k zadné
zméné. V okamziku, kdy bude civkou prochéazet nejvétsi proud, bude napéti na
kondenzatoru mezi body A a E nulové napéti a na kondenzatoru mezi body A

a B bude napéti U. Celkova energie kondenzéatort bude

1. U* 1 _4U0* 1 5
E,=-20—+4 -C—+ =CU? = =CU".
1 209+2C’9+20U 6CU
Naboj dodany zdrojem se zvétsi na Qg = %C’U +CU = gCU

a zdroj musi vykonat praci W, = U(Q4 — Q1) = lCU2.

3
Podle zakona zachovani energie musi platit
1 1 5 2 1
“LIL=W,— (BEs— E))=-CU*— (= — = | CU* = =CU”.
9 m (Es—E1) = 3 (6 3) 6

- e

Z toho I, =U 3L
U
R

Amplituda napéti na civce je rovna pocatec¢ni hodnoté: Uy, = =

v

o 3 B 1
Z (2) dostaneme w = LU—C =\/37C"
3L
3 body
Resent ulohy vysetrenim pruibéhu déje
a) Vzhledem k symetrii obvodu bude napéti sttedu civky oproti bodu E trvale U/2

a proudy prochazejici kondenzatory se stejnou kapacitou budou stejné. To nam
umoznuje oznacit obvodové veli¢iny podle obr. R3.



?:1% 19 U U
20 —— :Y: 54—5
U i v
—_ De—YYY 5 A
U
U u
C T 2C T 53
Obr. R3 E
V caset =0 jei =0, u =U/3. Béhem dé&je plati
di . . .
u:LE, 19 =11 — 1,
U u U u C
irdt =2C - d <2 2) Cdu, (iy—d)dt=C-d (2 + 2) 2du
Z toho
C 3 3 _du 3 d?i
1dt = ¢1dt 5 du 2C’du = 1 5C 4 5 Cdt2
d%i B 2
a2 = 3LC"

Dostali jsme rovnici harmonickych kmitta s thlovou frekvenci

2
W=4]—.
3LC
Vzhledem k pocateénim podminkdm budou kmity popsany rovnicemi

1 = I, sinwt, u = Lwl,, coswt = 3 cos wt.

U C
b = 3Lw U\/ 6L

Zapojime-li civku mezi body A a B, vétev BDFE se neuplatni a miizeme proto
vySettovat obvod podle obr. R4. Ze vztahi

u = L%, Cdu = (i1 —i)dt, 2C-d(U —u)=—-2C-du=idt

Z toho

odvodime 1 2 2 |
u 7 7
= 30 - 30l o Lo - g
! at 4t 2~ " 3LC"



Dostali jsme rovnici harmonickych kmiti s thlovou frekvenci w = ﬂ/ﬁ'

2

3U. Kmity tedy budou

Pocatecni podminky v ¢ase t = 0 jsou 1 = 0, u =

popsany rovnicemi

1 = I, sin wt, uw = Lwl, coswt = X cos wt.
7 toho
2U | C
I,=—=2U4]—.
3Lw 3L
nw_ B
( —— U
U
p— A
20 ——
Obr. R4 E

Zapojime-li civku mezi body A a B, vétev BDFE se neuplatni a miizeme proto
vysSetfovat obvod podle obr. R5. Ze vztaht

&
w = Ld—z, 20du = (iy —i)dt, C-dU —u) = —C - du = iydt
odvodime 1 L L
U 1 1 1
) =-3C—=-3LC— = —=——i.
' dt at? a? = " 3LC
Dostali jsme opét rovnici harmonickych kmiti s thlovou frekvenci w =
1 ST . y P . U
=\/3IC" Pocateéni podminky v ¢ase t =0 jsou alet =0, u = 3
Kmity tedy budou popsany rovnicemi
. : U
1 = I, sinwt, u = Lwl,, coswt = 3 cos wt.
Z toho
U C
Iyw=—"=Uy|—.



Sy

Y

Obr. R5 E

Jak to bude resit inZenyr elektrotechnik

Pri kmitech v obvodu se idealni zdroj stejnosmérného napéti neuplatni a miizeme
jej nahradit zkratem. Obvod se v pripadé a) zjednodusi na paralelni spojeni civky
a soustavy kondenzatori o celkové kapacité 3C'/2, v piipadech b) a ¢) dostaneme
paralelni spojeni civky a dvou kondenzatorii o celkové kapacité 3C. Pocatec¢ni
hodnota proudu civkou je ve vSech pripadech nulovéi, amplituda napéti je tedy
rovna jeho pocateéni hodnoté.

V piipadé a) bude obvod kmitat s frekvenci w = 4/ 30% a Upax = U/3,

v piipadé b) bude kmitat s thlovou frekvenci SC'LL a amplitudou napéti 2U/3

a pifpadé ¢) bude kmitat s thlovou frekvenci 4/ BC’LL a amplitudou napéti U/3.

Amplitudu proudu urc¢ime jako I, = % Dostaneme hodnoty a) U, | 6%’ b)

wlL
C C
2U\3g 2 9 Uy/31

Paprsky se lamou na sténach druhého hranolu, ze kterého vystupuji pod thlem

v (obr. R6). Plati

sinf  n sin
=1 T, (1)

sina ny  sin(a — )
Po tpravé s dosazeni dostaneme

. npsina
£ = arcsin

= 4,4105°, ~ = arcsin[ngsin(a — )] = 1,00215°.
n2

Poloha bodu na stinitku v ohniskové roviné ¢ocky, do kterého se sbihaji rovnobézné
paprsky odchylené od optické osy o tihel 7, je ur¢ena paprskem, ktery jde stie-
dem ¢ocky a nelame se. Z obr. R7 plyne

y= ftgy=1"7493 cm = 1,75 cm.



)o/ g

1 %)
Obr. R7
Obr. R6
S pouzitim aproximace sin x & x pfepiseme vztahy (1) do tvaru
pom Y oam
o ny a—f3 >

Z toho

fyzng(oz—ﬁ)zng<1—%>a:(n2—n1)a:1°,
2

y= ftgy~1,7455 cm = 1,75 cm.
Chyba pri vypoctu s pouzitim aproximaci ovlivnila az ¢tvrtou platnou ¢islici
vysledku. Pri zaokrouhleni na rozumny pocet platnych ¢islic je zanedbatelné.
4 body

Poznamka: Pouzita aproximace sice plati jen pro velikost thlu v radianech, ale
pomeér velikosti thli v radidnech a ve stupnich je stejny.

Odstranime-li druhy hranol, paprsky
se laAmou jen pii vystupu z prvniho
hranolu (obr. R8). Plati

sinff =nysina, y=p—a (2)
Po dosazeni vychazi )V g
B =175120°, ~=25120°,

y1 = ftgy = 4,387 cm = 4,39 cm. n

P1i pouziti aproximace prepiseme vz-
tahy (2) na Sx~mna, ~v=p0—« Obr. R8
a po dosazeni vyjde
=75 ~v=~25° 1y = ftgy=~4,366cm =437 cm.

Tentokrat chyba pti pouziti aproximace ovlivnila uz tfeti platnou ¢islici a ponékud
se projevila i pti zaokrouhleni.
3 body



¢) Ponechédme-li jen druhy hranol, lamou se

paprsky na obou jeho sténach (obr. R9).
Plati

: ] :
sinfg 1 sy e, (3) o p .

sina nyg  sin(a — f)
Po tpravé a dosazeni dostaneme B
ino

£ = arcsin = 2,9387°,

n2
v = arcsin|ng sin(a — )] = 3,5056°, na
yo = ftgy = 6,126 cm = 6,13 cm.

Obr. R9
P11 pouziti aproximace prepiseme vztahy (3) na
e
an—, 7 =mnz(a—p) =~ (n2 — a
2

a po dosazeni vyjde
v~ 3,5°, Y= ftgy~06,116 cm = 6,12 cm.

Také tentokrat chyba pfi pouziti aproximace ovlivnila treti platnou ¢islici a

ponékud se projevila i pri zaokrouhleni.
3 body

7.a) Rozpadova rovnice znf %5 Th — 3 Pa+ e + (7.

2 body

b) Z rovnice regrese exponencialni kiivky (obr. R10) odecteme:

In 2
A:%:O,027h‘1:7,5-10‘6s‘1 ~ T =2h,

3,9 -

A/ 108Bq y = 2,8931e0.027x
3 7 2 — 1

2,5 -

2

1,5 -

1 4

0,5 -

0 1 1 1 ] 1
0 10 20 30 40 t/h 50

Obr. R10



v s

Presnéjsi je vyuziti logaritmické funkce. Ze zédkona radioaktivni prfemény zloga-

ritmovanim dostaneme: In AA = —\t. Sestrojime graf zavislosti In 7. ha case:
0 0

0,2 -

In(AA)) g

0 10 20 30 40 50

-0,2 -

0,4 - y=-0,0272x + 0,0011

RZ=1

0,6 -

-0,8 -
1

12 -

1,4 -
t/h

Obr. R11

Z rovnice regrese odec¢teme:

In 2
A= % —00272h ' =756-10%s = T=9255h

4 body

Ay AT

A~ In2
byla m = NOArmu = 3,8 1013 . 231 - 1,66 - 10~27 kg = 1,46 - 10~ kg

2 body

¢) Puvodni vzorek obsahoval Ny = = 3,8-10" atomil a jeho hmotnost

d) Aktivita vzorku po 30 dnech bude
30-24

t
1\T 8 1Y\ 255
Ago = AO 5 = 2,89 -10° - 5 Bq = 0,9 Bq

2 body



