65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci &sti |. kola kategorie B

1. Pro prirozena cisla k, |, m plati

k+m+ klm B 2051
Im+1 404 °

Urcete vsechny mozné hodnoty soucinu kim.

RESENI. IkdyZ rovnice v zadani obsahuje t¥i neznamé, podaii se ndm ji jednoznacné
vytesit diky tomu, ze hleddme TeSeni pouze v mnoziné prirozenych cisel. Pokusime se
z obou zlomku oddélit jejich celou ¢ast (coz je v pfipadé ¢iselného zlomku snadné):

E+m+kim k(1+Im)+m m 2051 31
= =k+ , =5—. (1)
Im—+1 Im+1 Im+1 404 404
Protoze 0 <m < Im+1, je
0< <1
Im+1 ’

a proto musi byt £ = 5. Z rovnosti (1) tak pro zlomkové ¢asti obou ¢isel dostdvame

m 31

= (2)

Im+1 404

Zlomek na pravé strané (2) je v zakladnim tvaru a podobné i zlomek na levé strané
(¢isla m a Im + 1 jsou zjevné nesoudélnd). Z této rovnosti zlomku tak vychdzi rovnost
Citatell i jmenovateli: m = 31 a Im + 1 = 404, odkud uz snadno dopocitame [ = 13.
Soucin klm tak miize nabyvat jediné hodnoty 5-13-31 = 2015.

JINE RESENI. Z pfedchoziho FeSeni vyuzijeme tivodni postup a rovnici (2) pfepiseme
s prevracenymi zlomky jako
Im+1 404
m 31
Nyni zopakujeme postup z pocatku predeslého feseni a z obou zlomkt oddélime jejich
celou C¢ast:

Im-+1 1 404 1
S I
m H—m’ 31 331

Odtud vidime, ze je nutné [ = 13 a m = 31.

JINE RESENI. Ze zadané rovnice vyjadiime nezndmou k pomoci nezndmych [ a m,
v prvnim kroku se pfitom zbavime zlomk® vynasobenim obéma jmenovateli:

404(k +m + klm) = 2051(Im + 1),
404k (Im + 1) + 404m = 2051(Im + 1),
2051(Im + 1) — 404m

k p—
404(Im + 1)




Zlomek na pravé strané musi byt prirozené ¢islo, zkoumejme tedy, zda oba cinitelé
v jeho jmenovateli (404 i Im + 1) déli jeho citatele. Cisla 2051 = 5 - 404 + 31 a 404 jsou
nesoudélnd a 404m je zirejmé délitelné ¢islem 404, proto 404 musi délit im + 1.

Podobneé c¢isla Im+1 a m jsou nesoudé€lné, tudiz Im+1 musi v citateli délit ¢islo 404.
Jestlize se dvé prirozena ¢isla déli navzajem, museji byt stejna.! Dostavame tak rovnost
Im + 1 = 404, ktera po dosazeni do (3) dava

k_2051-404—404m_2051—m @
N 404 - 404 404

Z rovnosti Im + 1 = 404 ovsem také vyplyva, ze m < 404. Navic cislo k je pfirozené,
takze m miize byt pouze zbytek pfi déleni ¢isla 2051 cislem 404, tj. m = 31. Zpétnym
dosazenim do (4) dostaneme k£ = 5 a z rovnice Im + 1 = 31l + 1 = 404 vyjde | =
= 403/31 = 13. Jediné vyhovujici feseni je (k,l,m) = (5,13,31), a tedy klm = 2015.

NAVODNE A DoOPLNUJict ULOHY:

N1. V pfirozenych éislech feste rovnici - =" e = 2 [p=1,q=2015]

N2. Pripomerite si dualezity poznatek o délitelnosti celych cisel: déli-li ¢islo z soucin yz
a jsou-li pfitom cisla x a y nesoudélné, pak ¢islo x déli samo cislo z. Vyuzijte pak toto
pravidlo ke zdivodnéni takového zavéru: pokud pro prirozena cisla a, b, ¢, d jsou oba
zlomky ¢ = 2 v zdkladnim tvaru, plati a = ca b = d.

N3. Dokazte, ze pokud pro prirozena dCisla a, b, k, | plati, ze ka déli b a [b déli a, pak
k=1=1 aa = b. [Délitel nemtze byt (v absolutni hodnot&) v&tsi nez délenec, proto
ka < balb < a,takze kla < Ib < a, tedy kl £ 1 a odtud k = | = 1. Nakonec zpé&tné
a < b < a, coz nastava, pouze pokud a = b.]

D1. Najdéte alespon jedno feSeni rovnice

k+m+klm _ 2051
Im+1 404

v raciondlnich ¢&islech, pro které je hodnota sou¢inu klm rovna 2016. [Dosazenim
klm = 2016 a Ilm = 2016/k dostaneme volbou k = 1 jedno z feSeni (k,l,m) =
= (1,2016 - 404/(1647 -2017), 2017 - 1647/404).]

2. Do ctvercove tabulky 11 x 11 jsme wvepsali prirozend cisla 1,2,...,121 postupné
po Tddcich zleva doprava a shora doli. Ctvercovou destickou 4 x 4 jsme viemi moz-
nyma zpusoby zakryli prave 16 policek. Kolikrat byl soucet zakrytych 16 cisel druhou
mocninou celého cisla?

RESENI. Oznaéme ¢&islo, které zakryva levy horni roh desticky, jako z. Cel4 desticka
musi lezet uvnitt dané tabulky, proto hodnoty z mohou byt jen ¢isla vepsana v prvnich
osmi Fadcich a v prvnich osmi sloupcich tabulky (pokud by bylo naptiklad z = 10,
desticka by prec¢nivala, tudiz by nemohla zakryvat 16 ¢isel tabulky).

Prvnich 8 radki tabulky obsahuje ¢isla od 1 do 88, z nich musime jesté vyloucit ¢isla
v poslednich tfech sloupcich. VSimnéme si, ze cisla v kazdém sloupci davaji ptfi déleni
jedendcti stejny zbytek. Posledni tfi sloupce zleva (= prvni tfi zprava) tak obsahuji
Cisla, kterd pii déleni jedendcti dévaji zbytky 9, 10 a 0; jsou to ¢isla 9, 10, 11 (prvni
radek), 20, 21, 22 (druhy fadek), atd. az 86, 87, 88 (osmy Fadek).

Takto pripraveni mutzeme vypocitat soucet cCisel, ktera desticka zakryje. Zakryta
¢isla jsou z, z + 1, z + 2, z + 3 (prvni fadek desticky), z + 11, z + 12, z + 13, z + 14

1 Jestlize piirozené &islo a déli pfirozené éislo b, je a < b.
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(druhy tadek desticky), z + 22, z + 23, z + 24, z + 25 (tfeti fadek desticky) a z + 33,
z 4 34, z + 35, z 4+ 36 (¢tvrty fadek desticky) a jejich soucet je

162 + 288 = 16(z + 18) = 4°(z + 18).

Pokud je tento soucet druhou mocninou néjakého celého ¢isla, musi byt z + 18
druhou mocninou né&jakého celého éisla n. Uz vime, ze 1 < 2 < 88, atedy 19 < 2+ 18 =
= n? < 18 + 88 = 116. Tim zajistime, ze horni levy roh desti¢ky polozime na policko
v prvnich osmi fadcich. Pro pfirozené éislo n, kde 19 < n? < 116, prichézeji v tivahu
hodnoty n € {5,6,7,8,9,10}. Dopoéitanim hodnot z = n? — 18 dostavame odpovidajici
z €{7,18,31,46,63,82}.

Musime jesté proveérit, zda neékteré z téchto cisel nelezi v poslednich trech sloup-
cich tabulky. Dopocitame proto zbytky cisel pri déleni jedenacti a zjistime, Zze musime
dodatecné vyloucit hodnotu z = 31 se zbytkem 9.

Desticku lze polozit pozadovanym zptisobem na pét riznych pozic, které charakte-
rizuje ¢islo zakryté levym hornim rohem desticky, a to z € {7,18,46,63,82}. V téchto
ptipadech bude soucet ¢isel zakrytych policek 16(z + 18) € {16 - 25,16 - 36,16 - 64,
16 - 81,16 - 100}.

JINE RESENI. Pokud poloZzime desticku na tabulku tak, Ze levy horni roh desticky
zakryva ¢islo 1, bude soucet zakrytych cisel

§=1+24+34+4+124+13+14+154+234+24+25+264+34+35+36+37 = 304 = 16-19.

Aby desticka zustala lezet celd na ¢tvercové tabulce, muzeme desticku posunout nejvyse
o 8 sloupct doprava a podobné nejvyse o 8 radki dolt. Pti kazdém posunuti desticky
doprava o jeden sloupec se kazdé zakryté cislo zvétsi o 1, takze soucet cisel zakrytych
destickou se zvysi o 16. Podobné uvazime, co zpiisobi posun desticky o jeden radek
dolt — tehdy se kazdé zakryté cislo zvétsi o 11, a soucet vSech zakrytych policek se
tudiz zvétsi o 11 - 16.

Cislo s je tedy délitelné 16 a kazdy pohyb desticky délitelnost 16 zachové, proto
bude soucet ¢isel zakrytych destickou vzdy délitelny 16. Ma-li byt tento soucet druhou
mocninou celého ¢isla, bude to pravé tehdy, bude-li i jeho Sestnactina druhou mocni-
nou celého ¢isla (protoze 16 = 42). Staci tedy uvaZovat pouze Sestnéctiny soucti &isel
zakrytych destickou.

Nyni vytvorime tabulku 8 x 8, do jejichz poli vypiseme Sestnactiny souctt cisel
zakrytych destickou s levym hornim polem zakryvajicim odpovidajici pole dané tabulky.
V jeji levém hornim rohu bude ¢islo 19 (= 1—16 -304), pti pohybu doprava zvétsime ¢islo
o 1 a pfi pohybu dold o 11:

1912021 (22|23|24 25|26
30|31(32|33|34|35|36|37
41 (42|43 |44 |45 |46 | 47 | 48
52 53|54 |55|56|57|58]|59
6364|6566 | 67|68 69|70
74|75 |76 | 77| 78| 79|80 |81
85|86 |87 |88(89]90|91 |92
96 | 97 | 98 | 99 |100{101|102|103




Nakonec staci spocitat, kolik z téchto cisel je druhou mocninou celého ¢isla. Takovych
Cisel je pravé pét a jsou zvyraznéna polotuénym pismem (25, 36, 64, 81 a 100).

NAVODNE A DOPLNUJict ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Do c¢tvercové tabulky velikosti 5 x 5 jsme vepsali prirozend c¢isla 1,2,...,25 postupné
po fadcich zleva doprava a shora dolii. Ctvercovou destickou velikosti 2 x 2 jsme vSemi
moznymi zptisoby zakryli ¢tyfi policka.

1. Jaky nejmensi a jaky nejvétsi soudet mohou mit ¢ty¥i zakrytd ¢isla? [16, 88]

2. Kolika zplisoby muzeme takto desticku polozit? [16]

3. Bude soudet ¢tyt zakrytych &isel vzdy délitelny ¢tyfmi? [Ano]

4. Kolikrat bude soudet zakrytych &tyf ¢isel druhou mocninou celého éisla? [3krat]
Do policek ¢tvercové tabulky 11 x 11 jsme postupné zleva doprava a shora dold zapsali
&isla 1,2, ...,121. Ctvercovou destickou velikosti 3 x 3 jsme vSemi moZnymi zpisoby
zakryli presné devét policek. V kolika pfipadech byl soucet deviti zakrytych ¢isel druhou
mocninou celého éisla? [62-B—-S-2]

V jednom poli Ssachovnice 8 X 8 je napsano ,,—“ a v ostatnich polich ,+“. V jednom
kroku mizeme zménit na opacnd zaroven vsSechna Ctyri znaménka v kterémkoli ctverci
2 X 2 na Sachovnici. Rozhodnéte, zda po urcéitém poctu krokd muize byt na Sachovnici
obou znamének stejny pocet. [64-C—-II-2]

V kazdém policku tabulky 8 X 8 je napsano jedno nezaporné celé cislo tak, ze kazda dveé
Cisla, ktera jsou na polickach soumérné sdruzenych podle jedné nebo druhé thlopiicky,
jsou stejné. Soucet vsech 64 ¢isel je 1000, soucet 16 ¢isel na thlopfickach je 200. Ukazte,
ze soucet Cisel v kazdém radku i sloupci tabulky je nejvyse 300. Plati stejny zavér i pro
¢islo 2997 [63-B-11-4]

[13

3. V pravouhlém trojihelniku ABC' s preponou AB a odvésnami délek |AC| = 4 cm
a |BC| = 3 ¢cm lezi navzajem se dotgkajict kruznice k1(S1;71) a ko(Sa;r2) tak, Ze kq
se dotykd stran AB a AC, zatimco ks se dotykad stran AB a BC'. Urcete nejmensi
a nejuetsi moznou hodnotu poloméru rs.

RESENI.

Méjme takové dvé kruznice, jez spliiuji pfedpoklady tlohy (obr. 1). Zfejmé

stfed Sp lezi na ose thlu BAC a stied S na ose thlu ABC. Dale si uvédomime, Ze

C

Obr. 1

velikost poloméru 1 kruznice k1 je pfimo imeérnéa délce tsecky AS| a podobné velikost ro
pfimo umérna délce tsecky BS;. Zvétsime-li polomeér jedné z kruznic, musi se nutné
polomér druhé kruznice zmensit.

Kruznice ke nemtze mit polomér vétsi nez nejvetsi kruznice, kterou lze trojuhelni-
ku ABC' vepsat. Takovou kruznici je zfejmé kruznice k trojuhelniku ABC vepsana.
A naopak nejmensi polomér bude mit kruznice ks, pokud zvolime k; = k. (Ze v obou
popsanych ptipadech pro ko = k i pro k1 = k existuje prislusna ,,vepsana“ kruznice k1,
resp. ko, je vcelku zfejmé.)



Staci tedy vypocitat polomér r kruznice k trojuhelniku ABC' vepsané a polomér
kruznice ks, jez se dotyka kruznice k a stran AB a BC' daného trojuhelniku.

Polomér r vepsané kruznice vypocteme naptiklad ze vzorce 2Sipc = ro, kde
Sapc znaéi obsah trojihelniku ABC a o jeho obvod.? Obsah daného pravotuhlého
trojuhelniku ABC s preponou AB je pfi obvyklém oznaceni délek stran roven %ab.
Piepona v trojuhelniku ABC ma (v centimetrech) podle Pythagorovy véty velikost
c=+va?+ b2 = /32 4 42 = 5. Maximalni polomér kruznice ks je tedy

QSABC ab 3-4 1
T p— p— p— p—
0 a+b+c 3+4+5
K vypoctu poloméru ro kruznice ks, jez se dotyka kruznice k a stran AB a BC,

oznac¢me D a E body, v nichz se kruznice k a ko dotykaji strany AB, a F', G dotykové
body kruznice k po fadé se stranami BC a AC (obr.2). Protoze dany trojuhelnik je

Obr. 2

pravouhly, je S1FCG ¢&tverec o strané délky r = 1, takze |BF| = |BD| = 2 a podle
Pythagorovy véty |BS;| = v/5. Z podobnosti pravotihlych trojihelniktt BES; a BDS;
pak plyne

() 1

\/3—7“2—1:%.

Po tpraveé tak pro hledanou hodnotu neznamé ro dostaneme linearni rovnici

TQ(\/g‘I_l) :\/g—l,

T2

r
= boli
BS,] ~ [BSI] neboli

kterou jesté zjednodusime vynasobenim v/5—1. Zjistime tak, Ze nejmensi moznéa hodnota
poloméru kruznice ks je rovna
3-V5

To = 5 .

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Kruznice k1(S1;71) a k2(S2;72) se navzdjem vné dotykaji, jejich spoleénou vnéjsi teénu
oznaéme P; Py, piicemz Py € k1 a Py € ko. Presvédcte se, ze plati (r1+12)? = |P1 Pa|?+
+(r1 —r2)2. [Rovnice je Pythagorova véta pro pravothly trojihelnik s pfeponou S;S2.]

N2. Kruznice vepsand trojuhelniku ABC se dotykéd jeho stran BC, AC, AB postupné
v bodech K, L, M. Dokazte rovnosti |AL| = |AM| = %(|AB| + |AC| — |BC)),
|BK| = |BM| = 3(|BC| + |AB| - |AC|) a |CK| = |CL| = §(|AC| + |BC| — |AB).

2 Jiny postup vyuzivajici pravotuhlost trojuhelniku ABC je pfedmétem doplitkové tlohy.
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[Body dotyku vepsané kruznice se stranami rozdéluji hranici trojuhelniku na t¥i dvojice
usecek stejnych délek.]

D1. Dokazte, Ze v pravouhlém trojuhelniku ABC s odvésnami délek a, b a pfeponou délky ¢
je pramér vepsané kruznice roven a + b — c. [Jsou-li D a E postupné body dotyku
vepsané kruznice o stfedu S s odvésnami BC a AC, je SDCE ¢tverec, takze |CD| =
= %(a—i—b—c) =|SD|=r]

D2. Polomér vepsané kruznice trojihelniku ABC je r. Sestrojme tfi rizné tecny vepsané
kruznice rovnobézné se stranami trojuhelniku. Poloméry vepsanych kruznic t¥i malych
,odfiznutych® trojihelnikti oznacme r 4, rg, rc podle vrcholi trojuhelniku. Dokazte,
Zze ro+rp+rc = r. [Z podobnosti malého trojahelniku k ABC je ra /1 = (vqa —2r)/va,
kde vq znadi velikost vysky z vrcholu A v trojuhelniku ABC. Podobné rovnice plati
i pro ostatni vrcholy, takze zbyva ukdzat, ze 1/vq + 1/vp + 1/ve = 1/7. Zde vyuzijime
vzorce To = 25 = avg = bvy = cve, kde o =a + b+ c]

4. Pocet vsech sudych délitelu nekterého prirozenéeho cisla je o 3 véetsi neZ pocet vsech
jeho lichych deliteli. Jaky je podil souctu vsech jeho sudych délitelu a souctu vsech
jeho lichych déliteli? Najdete vsechny mozné odpovédi.

RESENT. Oznaéme n hledané ¢islo a necht 2* je nejvyssi mocnina dvojky, ktera
¢islo n déli. Ke kazdému lichému déliteli d ¢isla n (véetné d = 1) muzeme prifadit
pravé k riiznych sudych délitel@t 2d,22d, ..., 2%d. Dostaneme tak vSechny sudé délitele
¢isla n; navic ruznym lichym délitelim piiradime razné sudé délitele (protoze z rovnice
2k1d, = 2*2d, pro piirozena éisla ki, ko, di, do, pii¢emz d; a ds jsou liché, vyplyva, ze
dy = dy a k1 = k). Vidime tak, Ze pokud ma ¢islo n pravé N lichych délitelt, ma prave
kN délitela sudych.

Podle zadani mé4 platit kN = N +3 neboli N(k—1) = 3. Cislo 1 je lichym délitelem
kazdého prirozeného ¢isla, proto N = 1. Mame tedy pouze dvé moznosti:

1. N=1lak—1=3.

V tomto ptripadé mé n jediného lichého délitele, a je tedy mocninou dvojky. Navic

nejvyssi mocnina, kterd je déli, je 2F = 24 = 16, tudiz n = 16. Sudi délitelé &isla 16

jsou 2, 4, 8 a 16, hledany podil je

2+4+8+16

] 30.

2. N=3ak—-1=1.
V tomto pripadé ma n tii liché délitele a nejvyssi mocnina dvojky, ktera je déli, je
2% = 22 = 4. Pokud by mélo ¢islo n ve svém prvociselném rozkladu dvé riizna liché
prvocisla p a g, mélo by alespon ¢tyfi liché délitele 1, p, ¢ a pq, coz je spor. Cislo n
je tedy délitelné jedinym lichym prvocislem p. Je proto n = 4p® pro vhodné o 2 1,
takze ¢islo n mé celkem o + 1 lichych déliteld 1, p, p?, ..., p®. Proto musi byt a = 2.
Pro n = 4p? je tak hledany podil roven

2+2p+2p* +4+4p+4p* 24+ 4)(1+p+p?)

= 6.
1+p+p 1+p+p?

Hledany podil mtize byt 30 (pro n = 16) nebo 6 (pro n = 4p?, kde p je libovolné
liché prvoéislo).

JINE RESENI. Stejné jako v predchozim feSeni oznac¢me n hledané pfirozené ¢islo
a nejvétsi mocninu dvojky, kterd je déli, ozna¢me 2%. Z predeslého feseni uz vime, ze
viechny sudé délitele ¢isla n mizeme rozdélit do k-Elennych skupin 2d, 224, . . ., 2%d, kde
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d je libovolny lichy délitel ¢isla n. Soucet sudych déliteltt v kazdé z vypsanych skupin
se da vyjadrit jako nasobek prislusného d, totiz

2d +2%d+ ... +2%d=(24+22+...+2")d =

k+1
= (% — 1) d= (281 - 2)a.

Stejny ¢initel 2811 —2 dostaneme pro kazdého lichého délitele &isla n, proto soucet viech
sudych délitelt ¢isla n je vzdy (281 — 2)-nasobkem souctu vsech jeho lichych déliteli.

Zbyva najit mozné hodnoty k a poté ukazat, ze k nim existuje odpovidajici ¢islo n.
Mozné hodnoty k ur¢ime stejné jako v predeslém Feseni z rovnice N(k—1) = 3, kde N je
pocet lichych délitelt ¢isla n. Dostavame tak k = 2 (N = 3 a hledany podil je 23 —2 = 6)
ak =4 (N =1 a hledany podil je 25 — 2 = 30). Pro k = 2 pak hleddme nésobek 4 se
tfemi lichymi déliteli — tomu vyhovuje naptiklad n =4 -9 = 36 s tfemi lichymi déliteli
1,3 a9 — apro k =4 zfejmé vyhovuje n = 16 s jedinym lichym délitelem.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte nejmensi pfirozené c¢islo, které méa pravé t¥i délitele. Jak se zméni odpovéd,
hleddme-1i nejmensi trojmistné liché ¢islo s préavé tiemi déliteli? [4; 121]

N2. Najdéte vSechna pfirozena éisla, kterd maji stejny pocet sudych i lichych délitelt. [2m,
kde m je libovolné liché éislo]

D1. Necht m je ptirozené ¢islo, které ma sedm kladnych déliteld, a n je pfirozené dislo,
které ma devét kladnych délitelt. Kolik déliteld miize mit souéin m - n? [64-B-1-4]

D2. Sou¢in vsech kladnych délitelti piirozeného ¢&isla n je 201°. Uréete n. [64-B-11-1]

5. Vrcholy konvexniho Sestiuhelniku ABCDEF lezi na kruznici, pricemz |AB| =
= |CD|. Usecky AE a CF se protinaji v bodé G a usecky BE a DF se protinaji
v bodé H. Dokazte, Ze usecky GH, AD a BC' jsou navzdjem rovnobézné.

RESEN{. Nejprve ukazeme, ze AD || BC. Protoze |AB| = |C'D|, jsou obvodové tihly
nad tétivami AB a C'D kruznice opsané Sestitthelniku ABCDEF shodné (obr. 3), tedy
|<xADB| = |<DBC]|; to jsou v8ak st¥idavé tuhly pticky BD piimek AD a BC, proto
AD || BC.

Zbyva ukazat, ze GH || AD. Vyuzitim shodnych obvodovych thli nad tétivami AB

E

Obr. 3



a C'D pri vrcholech F a F' dostavame
|XGEH| = |<AEB| = |xCFD| = |xGFH|,

coz znamena, ze body E, F', G a H lezi na téze kruznici, nebot vrcholy shodnych thla
GEH a GFH lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni pifimkou GH. Odtud plyne, ze thly
EFH a EGH nad jeji tétivou FH jsou shodné. To spolu se shodnosti thlda EFD a EAD
nad tétivou ED puvodni kruznice (obr.3) vede ke shodnosti souhlasnych uhla EGH
a FAD pricky AFE piimek GH a AD, jez jsou tudiz skutecné rovnobézné. Tim je tvrzeni
ulohy dokéazéano.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ukazte, ze t&tivovy lichobéznik je rovnoramenny. [Osy obou rovnobéznych zdkladen
lichobézniku prochézeji stfedem opsané kruznice, jsou tedy shodné.]

N2. Ukazte, ze pokud dvé riznobézné protilehlé strany tétivového ¢tyfuhelniku ABC D maji
stejnou délku, je ¢tyfuhelnik lichobéznikem. [Jsou-li shodné strany AB a C'D, uvazme
osu o useCky BC, ta prochézi sttedem S opsané kruznice. Rovnoramenné trojuhelniky
ABS a CDS jsou shodné, a tudiz soumérné sdruzené podle osy o.]

D1. Je dana tétiva AB kruznice k se stfedem v bodé S. Na tsecce AB zvolme bod M
a prusecik kruznice opsané trojuhelniku AM S s kruznici k oznac¢me C'. Dokazte, ze thly
MCS a MBS jsou shodné. [Sta¢i vyuzit rovnost Ghld v rovnoramenném trojthelniku
ABS a obvodové uhly nad M S v kruznici opsané trojuhelniku AMS.]

D2. Ve vnéjsi oblasti kruznice k je ddn bod A. VSechny lichobézniky, které jsou do kruznice k
vepsany tak, Ze jejich prodlouzend ramena se protinaji v bodé A, maji spole¢ny prusecik
uhlopficek. Dokazte. [47T-A-111-5]

6. Kladna redlna cisla a, b, ¢ jsou takovd, Ze hodnoty

) 2a® 22 2¢?
r1T = a To = rs =C Ty = Ty = Teg —
’ ’ ’ b+c’ c+a’ a+b
jsou navzdjem ruzné. Zapisme je od nejmensi po nejuétsi:
Ty < Tiy < Ty < T, < Ty < Tig-
Zjistéte, kolik riznych poradi (i1,is,...,i) indexd 1 aZ 6 miuZeme dostat, kdyz
budeme rizné volit cisla a, b, c.
RESENT. Vzhledem k definici &isel x1, o, ..., x¢ je ziejmé, Ze libovolna permutace

zvolenych ¢isel a, b, ¢ se projevi jak touz permutaci hodnot =1, x5, x3, tak touz permutaci
hodnot x4, x5, . Staci tedy zjistit, kolik rtiznych poradi lze dostat za predpokladu
a < b < c. Celkovy pocet moznych poradi pak bude 6krat vétsi, protoze permutaci ti
Cisel a, b, ¢ je pravé 3! = 6.

Predpokladejme tedy, ze a < b < ¢ neboli x1 < x2 < x3. Z nerovnosti

2a2 2a2 2¢2 22
= < =a a Tg= > =c
b4+c a-ta a+b c+ec

T4

vyplyva x4 < x1 < 12 < x3 < xg. Zbyva rozhodnout, mezi kterymi dvéma z poslednich
péti ¢isel muze lezet ¢islo x5, nebot to splituje nerovnosti
202 2a? 202 2c2

ct+a c+b T4 @ s ct+a b+ta 6

Ty =



V avahu tak prichazeji ¢tyfi alternativy
Ty < T5 < T, T1<Ts<T2, T2<T5<2x3, I3<x5< Tp;

ukazeme, Ze jsou vsechny mozné.
1. Pro (a,b,c) = (1,2,8) dostavame

—1< —8< =1< =2< =8 —128—422
4 5 > 9 ! 2 3 6 3 3

2. Pro (a,b,¢) = (1,2,4) dostavame
1 8 32 2
x4:§<$1:1<l‘5:g<I2:2<IL‘3:4<I6:§:10§.

3. Pro (a,b,c) = (2,6,9) dostavame

8 72 6 81 1
= — = 2 = = — = —_— = = — = 2 —.
T4 15<$1 < Zo9 6 < x5 11 611<I‘3 9 < x4 1 04
4. Pro (a,b,c) = (1,9,12) dostavame
2 162 6 144 4
X4 21<.I1 < 9 9 < x3 < s 13 13<ZL‘6 5 85

Samoziejmé pro kazdou z uvedenych moznosti existuje mnoho jinych prikladu ta-
kovych trojic a < b < c. Na prikladu prvni trojice jesté strucné ukazme, jak k ni lze
dospét.

Jak vime, prvni z nerovnosti x4 < x5 < x1 je splnéna vzdy, proto se budeme zabyvat

pouze druhou nerovnosti, kterou po prepsani do proménnych a, b, ¢ vyresime vzhledem

k e

2b2 _ 252
<a neboli ¢>— —a.
c+a a

Zvolime-li napt. b = 2a, dostaneme podminku ¢ > 7a a pro vyhovujici ¢ = 8a pak pfi
volbé a = 1 dostaneme pravé trojici (a,b,c) = (1,2,8).

Odpovéd. Existuje pravé 24 ruznych poradi (i1, iz, ..., ).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Pro kladné reélna ¢isla a £ b < ¢ dokazte nerovnost 1/a = 1/b 2 1/c. [Prvni nerovnost
vynésobime ab a druhou bc.]
N2. Pro kladné realnd ¢isla a £ b < ¢ dokazte nerovnost 1/a = 2/(b + c¢). [Vyndsobte
nerovnost vyrazem a(b + c¢) a vyuzijte nerovnosti a £ b a a < c.]
D1. Dokazte, ze pro libovolna kladné redlna déisla a, b, ¢ plati

ab n be n ca <3
a2 —ab+b2 B2 —bc+c2 2—cat+a? T

Urcete, kdy nastane rovnost. [64-B—-S-3]
D2. Jsou dana realna cisla a, b, ¢, pro kterd plati abc = 1. Dokazte, ze nejvyse dvé z Cisel

1 1 1
20— =, 2—=, 2c—=
b c a

jsou vétsi nez 1. [KMS, 3. zimn{ série 2012/2013, tloha 7]



