65. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni &4sti $kolniho kola kategorie B

1. Nejprve zjistime, jak lze zapsat cislo 14 jako soucet ¢tyt z danych cisel. Protoze
4433 < 14 < 4-4, musi takovy soucet obsahovat aspon dvé a nejvyse tii ¢tyrky.
Dostavame tak pravé dvé mozna vyjadreni: 14 =4+4+4+3+3ald=4+4+4+ 2.

Predpokladejme, ze tabulku 3 x 3 mame korektné vyplnénou danymi ¢isly, a zkou-
mejme, co pro ni musi platit. Vime, ze kazdy ze ¢tyf ¢tvercti 2 x 2 musi obsahovat bud
Cisla 4, 4, 4, 2, nebo d¢isla 4, 4, 3, 3. Soustfedme se na ¢tverce 2 x 2, které obsahuji ¢islo 2;
pro takové ¢tverce mame pouze nasledujici ¢tyfi moznosti:

2|4 412 44 44
4|4 4|4 214 412

Ve kterém policku tabulky 3 x 3 mize byt zapsano ¢islo 27 Pokud by bylo zapsano
ve stfednim policku, musely by byt ve vSech ostatnich polickach ¢tyfky a nezbylo by
misto pro trojky:

4 4 4 4 4 4 4
2 — |42 — (42|14 — |4(2|4] — |4|2|4
4 4 4

Pokud by bylo ¢islo 2 zapsano uprostied krajniho radku ¢i sloupce tabulky, v sousednich
polickach by musely byt ¢tyrky, jichz znovu nemame dostatek:

2 412 4124
— |44 — |4 (44

Proto jsou (obé) ¢isla 2 zapsana v rozich tabulky.
Pokud by byly dvojky v protéjsich rozich, znovu nevystacime se ¢tyrkami:

2 2 412
— 4 — 4
2 214 214

Ztstala tedy jedind moznost pro polohu ¢isel 2 — musi byt v sousednich rozich. Nasledné
doplnime samé ¢tyiky do dvou ¢tverci 2 x 2, které obsahuji tyto dvojky a do zbylych
policek nam nezbyva nez vepsat zbyvajici tfi trojky.

2 2 21412 21412 21412
— |44 — |4|4]|4] — |4]4|4




Dostaneme tak prvni feseni, ve kterém je soucet ¢isel ve vSech Ctyfech ¢tvercich 2 x 2
skutecné roven 14. Dalsi tTi feSeni dostaneme volbou jiné dvojice sousednich rohti. Exis-
tuji tak ¢tyri moznosti, jak tabulku vyplnit:

2142 31412 31313 21413
4144 31414 4144 41413
31313 3142 21412 21413

JINE RESENI. Stejné jako v predeslém feseni ukazeme, Ze ¢islo 14 je mozné z danych
Cisel ziskat jako soucet CtyT cisel pouze jako 4 +4 + 4 + 2 nebo 4 + 4 + 3 + 3. Z toho
dale plyne, ze v kazdém ¢tverci 2 x 2, ktery obsahuje ¢islo 2 (nebo 3) uz zadna dvojka
byt nemuze. V prostfednim ¢tverecku (ktery je soucasti ¢tyt ¢tverci 2 x 2) nemize byt
ani ¢islo 2 (nezbylo by misto pro trojky), ani ¢islo 3 (nezbylo by misto pro dvojky).
V prostifednim policku musi tedy byt ¢islo 4.

Z predeslého feseni vime, ze v policku sousedicim hranou s prostifednim c¢tvereckem
nemuze byt ¢islo 2, nebot by oba étverce 2 x 2 obsahujici tuto dvojku obsahovaly uz
jen ctytky, a téch nemame dostatek. Uprostied musi tedy byt ¢islo 4 a v jednom z rohti
¢islo 2. Tim jsou urcena c¢isla v odpovidajicim ¢tverci 2 x 2 tabulky:

2 24
4 — (4|4

Zistalo nAm pét nevyplnénych policek, ktera maji obsahovat éisla 2, 3, 3, 3, 4. Cislo 3
se musi vyskytovat v alespon jednom ze dvou ctvercd 2 x 2, které maji s jiz vyplnénym
¢tvercem dvé spoleénd policka (a to dvakrat). Zvolme jeden z nich (pii volbé druhého
bude postup naprosto stejny a situace symetricka). Ostatni ¢isla pak mizeme vepsat uz
jen jedinym zptisobem, protoze ¢islo 2 nemize byt ve stejném ctverci 2 x 2 s ¢islem 3:

21413 21413 21413 21413
41413 — 44|33 — [4]4]|3| — |4]4]3
2 24 2143

Otocenim o nasobek 90° dostaneme dalsi tti odlisna vyplnéni. Snadno nahlédneme,
ze jsou to vSechny moznosti, které dostaneme jinou volbou pocatecniho rohu s dvojkou
a volbou pfilehlého ¢tverce s dvéma trojkami. Tabulku lze tedy vyplnit ¢tyfmi zptisoby.

JINE RESENI. Oznacéme ¢isla ve vyplnéné tabulce podle obrazku pismeny od a po i
a sepisme rovnice pro jednotlivé ¢tverce 2 x 2:

a+b+d+e=14, (1)
b+ct+e+f=14, (2
3)
(4)

d+e+g+h=14,
e+ f+h+i=14.




Resme tuto soustavu rovnic, kdyz vime, Ze ¢isla od a po i jsou v néjakém poradi dvé
dvojky, tii trojky a &ty¥i ¢tyiky. Cislo e se nachézi ve vsech étyfech rovnicich. Pokud
by bylo e = 2, méla by soustava rovnic (1)—(4) tvar

a+b+d=12,
b+c+ f=12,
d+g+h=12,
f+h+i=12

pricemz jediny zpusob, jakym lze ze zbyvajicich cisel 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 souctem tii
dostat cislo 12, je 4 +4 + 4, a tak by musela vSechna ostatni ¢isla mit pouze hodnoty 4,
coZ neni mozné.

Pokud by bylo e = 3, méla by soustava rovnic (1)—(4) tvar

a+b+d=11,
b+c+ f=11,
d+ g+ h =11,
f4+h+i=11,

pricemz jediny zpusob, jakym lze ze zbyvajicich cisel 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4 souctem tii
dostat c¢islo 11, je 4 +4 4+ 3, a tak by musela vSechna ostatni ¢isla mit pouze hodnoty 4
a 3, coz neni mozné (nemame kam umistit dvojky).

Zjistili jsme, Ze musi byt e = 4, a tak budeme hledat feSeni soustavy

a+b+d=10,
b+c+ f =10,
d+ g+ h =10,
f+h+i=10,

pricemz cisla a, b, ¢, d, f, g, h, © jsou v néjakém poradi ¢isla 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4. Pokud
tyto ¢tyfi rovnice secteme, dostaneme

(a+b4+d)+O+c+ f)+(d+g+h)+ (f+h+i) =40,
(a+b+c+d+f4+g+h+i)+b+d+ f+h=40,
(2+2+3+3+3+4+4+4)+b+d+ f+h=40,

b+d+ f+h=15. (5)

Jediny zpusob, jak dostat ¢islo 15 jako soucet ¢tyf ¢isel z mnoziny {2,3,4}, je
4+ 4+ 4+ 3. Proto jediné feSeni rovnice (5) je takové, Ze jedno z ¢isel b, d, f, h je rovno
tfem a zbyvajici jsou Ctyrky. Pro kazdou ze ¢tyf moznosti jiz z rovnic (1)—(4) spolu
s e = 4 jednoznac¢né dopocitame feseni a =10 —-b—d,c=10—b— f, g =10 —d — h,
i =10 — f — h, kterd odpovidaji tabulkdm

3133 31412 21413 21412
414 31414 41413 414
2142 3142 2143 3133




Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Pokud fesitel postupuje prvnim zptisobem, udélte 1 bod za nalezeni obou
moznych rozkladt 14 =444 +4+2 =444+ 3+ 3, druhy bod za vylouceni dvojky ve stfedu ctverce
3 x 3, tieti bod za vylou¢eni dvojky ,uprostied strany“ ¢tverce 3 x 3. Ctvrty bod dejte za zjisténi, Ze
dvojky nemohou byt v protéjsich rozich, paty bod za prvni nalezené feseni a posledni bod za vypsani
vSech CtyT FeSeni.

Pokud fesitel postupuje druhym zpisobem, udélte 1 bod za nalezeni 14 = 44+-4+4+2 = 4444343,
2 body za uréeni ¢&isla 4 ve stfedu &tverce 3 x 3. Ctvrty bod dejte za zjisténi, ze dvojky nemohou byt
»yuprostied strany“, paty bod za prvé nalezené feseni a posledni bod za vypsani vSech Ctyf feSeni.

Pokud fesitel postupuje tietim zptisobem, udélte 3 body za zjisténi hodnoty e = 4. Ctvrty bod
dejte za s¢itani rovnic, paty bod za objeveni rovnice (5) a posledni bod za vypséani vSech ¢tyf FeSeni.
Pokud resitel neuvede Ctyfi feseni, udélte nejvyse 5 bodt. Pokud fesitel postupuje jinak, snazte se
hodnotit podobné milniky v feseni v souladu s uvedenymi feSenimi.

2. Body D i F' lezi na kruznici m se stfedem B, takze trojuhelnik BDF' je rov-
noramenny a plati | XBFK| = |xBDF| > 45°, nebot trojuhelnik BDF je navic ostro-
uhly (obr.1). To ovSem znamend, %e bod K musi leZet v poloroviné oA, kde o je osa
usecky AB, protoze oblouk BK prislusi obvodovému thlu vétsimu nez 45°.

Bod L, ktery je diky podmince AB || KL soumérné sdruzeny s K podle o, bude
proto lezet v poloroviné oB, tudiz KL a AB (a tedy i DB) budou souhlasné orientované
rovnobézné tsecky. Odtud plyne shodnost souhlasnych thlt LK F a BDF'. Dohromady
tak dostdvame |<LKF| = |xBDF| = |<BFK|.

Primky F'B a KL jsou tedy soumérné sdruzeny podle osy usecky F'K, kterd pro-
chazi stfedem C kruznice k, a je tudiz i jeji osou soumérnosti. Proto i pruseciky B
a L téchto primek s kruznici k£ jsou soumérné sdruzeny podle této osy, takze Ctyr-
tthelnik KLBF je rovnoramenny lichobéznik, ¢ili |KL| = |BF|. Spojenim s rovnosti
|BF| = |BD| poloméru kruznice m tak dostavame poZzadovanou rovnost

|KL| = |BF| = |BD|.

Za plné feseni udélte 6 bodu. Za uvedeni kazdé z rovnosti uhlt |xBFK| = |«BDF| a |<xLKF| =
= |xBDF| udélte po 2 bodech. Dals§imi dvéma body odmeéiite fesitele za diikaz toho, ze KLBF je
rovnoramenny lichobéznik, resp. za to, ze | K L| = | BF'|. Poznatek, Ze body B a L lezi na stejnou stranu
od pfimky KF', 1ze povazovat za ocividny, a tak mize byt v feSeni vyuzit mlcky.




3. Nejprve si vSimnéme, ze zdménou hodnot a a b se hodnota poslednich dvou
uvazovanych vyrazii nezméni, zatimco poradi prvnich dvou se zméni na opac¢né. Cisla a
a b jsou rizna, mizeme proto predpokladat, ze je a < b. Pro a > b tak vymeénou ¢isel a
a b mezi sebou dostaneme jiz nékteré nalezené poradi, v némz budou vyménény hodnoty
l1+aal+b.

Protoze ¢isla a a b jsou rtizna, lezi jejich aritmeticky priimér mezi nimi, je tedy pro
a < b vzdy

b
1+a<1+%<1+b.

Zbyva zjistit, na které misto 1ze (za uvedeného pfedpokladu) zaradit hodnotu po-
sledniho vyrazu. Kuprikladu pro a = 2 a b = 4 mame zatradit hodnotu 4,5 mezi ¢isla
3 < 4 < 5. Vidime, Ze jedno z moznych usporadani vsech ¢tyr uvazovanych hodnot je

a+b a®+b%>-2

1 <1 < <1+0b. 1
+a + 5 atbh_2 + ()

Jak jsme jiz predeslali, prvni nerovnost plati za predpokladu a < b vzdy. Ukazeme,
ze dalsi dvé nerovnosti v (1) rovnéz plati obecné pro libovolna a, b, 1 < a < b.

Kazdou z obou nerovnosti vynasobime kladnym vyrazem a + b — 2. Ekvivalentnimi
upravami levé nerovnosti dale dostaneme

2+a+b

5 (a4+b—-2)<a®+b* -2,
(a+b)? —4 < 2(a® +b* - 2),
0 < a® + b? — 2ab,

0 < (a—b)?

coZ je nerovnost, ktera pro a # b plati vzdy.
Upravou pravé nerovnosti pak dostaneme

a®+b>—2<(1+b)(a+b-2),

@’ +b* —2<a+b—2+ab+b*—2b,
0< —a®+ab+a—Db,
0<ab—a)—(b—a)=(b—a)(a—1),

coz diky nerovnostem 1 < a < b plati rovnéz.
S ohledem na symetrii zminénou v tvodu tak dostdvame dvé mozna usporadani
uvazovanych hodnot:

a+b a?+0b2-2

1 <1 < <1+b kud a < b,
+a + 5 P + b6, pokud a
b 2402 -2
l4b<14 il 00 <1+4a, pokudb<a.
2 a+b—2

Za Uplné feseni udélte 6 bodl. Za spravnou pozici hodnoty 1+ (a + b)/2 mezi ¢isly 1 +a a 1+ b udélte
1 bod. Dtkaz kazdé z dalsich dvou nerovnosti (1) ocefite dvéma body. Posledni bod udélte za uvedeni
obou moznych usporadani.



