65. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C

1. V rovnici ze zadéani
1000a + 100b + 10c¢ 4+ d = 20(10a + b) + 16(10¢ + d)

maji neznamé cislice a a b vétsi koeficienty na levé strané, zatimco ¢islice ¢ a d na strané
pravé. Proto rovnici upravime do tvaru 800a + 80b = 150c + 15d, ktery po vydéleni péti
a vytknuti mensich koeficientti obou stran pfepiSeme jako 16(10a 4+ b) = 3(10c¢ + d).
Odtud diky nesoudélnosti ¢isel 3 a 16 plyne, ze 10c 4 d je dvojmistny nasobek ¢isla 16.
Ten je ovSem vétsi nez 48, nebot 3 -48 = 144, zatimco 16(10a + b) = 160 (¢islice a musi
byt nenulova). Jako hodnoty 10c + d tak pfipadaji v tvahu pouze nasobky 16 rovné
64, 80 a 96, ¢isla urcujici svym zapisem ¢islice ¢ a d. Dosazenim do rovnice 16(10a +
+ b) = 3(10c 4+ d) dostaneme pro dvojmistné ¢islo 10a + b po fadé hodnoty 12, 15
a 18.

Odpovéd. Vyhovuji tii ¢isla 1264, 1580 a 1896.

Poznamka. Namisto ¢tyt neznamych cislic a, b, ¢, d 1ze k zapisu rovnice ze zadéani
vyuzit zfejmé rovnou obé dvojmistna &sla = ab a y = cd. Rovnice pak bude mit tvar
100x 4+ y = 20x + 16y, ktery podobné jako v pivodnim postupu upravime na 80z = 15y
neboli 16z = 3y. Nyni misto vztahu 16 | y mtizeme vyuzit druhy podobny dusledek 3 |
a uvédomit si, ze z odhadu y < 99 plyne 162 < 3-99 = 297, odkud = < 18, coz spolu
s odhadem x 2 10 vede k moznym hodnotam x € {12,15,18}. Z rovnice 16z = 3y pak
uz dopocteme y = 64 pro x = 12, y = 80 pro x = 15 a y = 96 pro x = 18.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt, logicky spravny postup s podetnimi chybami (podle jejich miry) ocerite
nejvyse 4 body. U nedokonceného postupu udélte 1 bod za zapis zadané rovnice v rozvinutém tvaru

(tj. s mocninami zakladu 10), za jeho tpravu do soucinového tvaru s nesoudélnymi éiniteli 16 a 3 pak
rovnéz 1 bod.

2. a) Ukazeme, Ze v popsané situaci mohl na za¢atku u stolu sedét libovolny pocet
lidi vétsi nez 2. Dva hradi to totiz byt nemohli (to by v prvnim kole vypadli ze hry bud
oba, nebo Zadny z nich, rozdéleni dvou hlast je totiz bud 1 : 1, nebo 2 : 0).

Jsou-li na zacatku hraci aspon tfi, pak v prvnim kole vypadne pouze jeden hrac¢ A,
kdyz kupiikladu hra¢ A d4 hlas sobé a vSichni ostatni (jsou nejméné dva) ho daji témuz
hrac¢i B, B # A (tedy i hra¢ B dé hlas sobé). Neni to samoziejmé jediny zpusob hlasovani
s pozadovanym vysledkem.

b) Vysvétlime, pro¢ jediny hrac¢ ve hie nikdy zlstat nemize. Opak by znamenal, Ze
v poslednim kole pred nastalou situaci, kdy ve hie bylo feknéme m hraca, kde m > 1,
by v disledku jejich hlasovani vypadlo m — 1 hracd. Protoze pii tomto hlasovani bylo
rozdédno pravé m hlasi a m — 1 hraca (ti, co poté vypadli) dostalo préavé jeden hlas,
musel i zbyly m-ty hrac¢ dostat pravé jeden (zbyly) hlas, a tedy rovnéz vypadnout, a to
je spor.

Za Uplné feseni ¢4sti a) udélte 2 body, za Gplné FeSeni ¢asti b) udélte 4 body. Za drobné argumentadni
nedostatky strhnéte 1-2 body.

3. Kyzeny vztah mezi obvody trojuhelniki AC'D a SBC vyplyne, kdyz pro délky
jejich stran objevime nerovnosti

IAC| < 2|SB|, |AD|<2|SC| a |CD| < 2|BC|.



Prvni dvé z nich jsou dusledkem toho, ze tétivy AC' a AD dané kruznice jsou kratsi nez
jejl primér AB (obr.1), tfeti nerovnost zapsana ve tvaru |CD| < |BC| je nerovnosti
mezi délkami odvésny a prepony dvou shodnych pravoihlych trojuhelnikt, na které je
trojuhelnik BC' D rozdélen piimkou AB, jez je totiz (diky pfedpokladu AB 1 C'D) osou
tétivy C'D. Dodejme, zZe stejné dobie lze vyuzit i trojihelnikovou nerovnost |C'D| <
< |BC|+ |BD| = 2|BC|.

Obr. 1

JINE RESENI. Oznac¢me « vnitini tthly pii zédkladné AC' rovnoramenného trojihel-
niku SAC. Pak jeho vnéjsi thel pfi vrcholu S, totiz ihel C'SB, méa velikost 2«, kterou
ma i thel CAD, nebot poloptimka AB je jeho osou (obr. 1). Rovnoramenné trojuhelniky
ACD a SCB se tak shoduji ve vnitinich tthlech pfi svych hlavnich vrcholech A a S, a jsou
tudiz podobné. Proto je pomér jejich obvodi roven poméru délek jejich ramen, a ten
ma skuteéné hodnotu mensi nez 2, nebot ramena trojihelniku AC'D jsou kratsi nezli
priameér dané kruznice, zatimco ramena trojihelniku SCB maji délku jejiho poloméru.
Za Gplné feSeni udélte 6 bodu. Za odhad délek AC, AD pomoci pruméru dané kruznice v nedplném
feSeni udélte 1 bod. Za nerovnost |CD| < 2|BC| udélte 1 bod, jen kdyZz je zdtvodnéna; chybi-li toto

zdtvodnéni v jinak aplném feSeni, strhnéte 1 bod. Kone¢né 1 bod udélte i za objev, ze trojuhelniky
ACD a SCB jsou podobné. Za pouhou zminku o jejich rovnoramennosti vsak zadny bod neudélujte.



