65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Ve Zverimexu vyprodavali rybky z jednoho akvaria. Ondra chtél polovinu vsech rybek,
ale aby nemuseli zddnou rybku fezat, dostal o polovinu rybky vic, nez pozadoval. Matéj
si pral polovinu zbylych rybek, ale stejné jako Ondiej dostal o polovinu rybky vic, nez
pozadoval. Nakonec Petiik chtél polovinu zbylych rybek, ale také dostal o polovinu rybky
vic, nez pozadoval. Poté bylo akvarium bez rybek.

Kolik rybek bylo ptivodné v akvariu a kolik jich dostal Ondra, kolik Matéj a kolik
Petiik? (M. Volfovd)

Mozné feSeni. Budeme uvazovat odzadu:

Pettik dostal o polovinu rybky vic, nez byla polovina vsech rybek, které zbyly po Ma-
téjovi. Protoze poté bylo akvarium prazdné, byla ona polovina rybky navic praveé polovinou
toho, co zbylo po Matéjovi. Po Matéjové nakupu tedy zbyla v akvariu jedna rybka.

Matéj dostal o polovinu rybky vic, nez byla polovina vSech rybek, které zbyly po
Ondriejovi. Protoze poté zbyla v akvariu jedna rybka, byla tato rybka a polovina rybky
navic pravé polovinou toho, co zbylo po Ondrejovi. Po Ondfejové nakupu zbyly v akvariu
tTi rybky.

Ondfej dostal o polovinu rybky vic, nez byla polovina vSech rybek, které byly ptvodné
v akvariu. Protoze poté zbyly v akvariu tii rybky, byly tyto tfi rybky a polovina rybky
navic pravé polovinou ptvodniho mnozstvi rybek. Ptvodné bylo v akvariu sedm rybek.
Tedy Ondfej dostal ¢tyfi rybky, Matéj dvé a Petiik jednu rybku.

Navrh hodnoceni. 1 bod za uréeni zbytku po Matéjovi; 2 body za uréeni zbytku po
Ondfejovi; 3 body za urceni piivodniho mnozstvi a poctii rybek, které si odnesli jednotlivi
chlapci.

Jiné resSeni. Pokud puvodni pocet rybek v akvariu oznac¢ime x, potom miZeme dalsi
pocty postupné vyjadrit takto:

dostal zbylo
z+1 xr—1
Ondfrej
ndrej 5 5
z+1 r—3
Matégj
atéj 1 1
Petiik | Lt | =7
8 8

Odtud je patrné, ze po Petfikové nakupu mohlo byt akvarium bez rybek pravé tehdy, kdyz
x = 7. Dosazenim snadno ur¢ime pocty rybek, které si odnesli jednotlivi chlapci.

Navrh hodnoceni. 2 body za predposledni fadek tabulky; 2 body za posledni Fadek
tabulky; 1 bod za vy¢isleni neznamé; 1 bod za pocty rybek pro jednotlivé chlapce.



79-11-2

Zuzka vepsala do deviti poli na nasledujicim obrazku celd cisla od 1 do 9, kazdé
pravé jednou. Pomér soucti ¢isel napsanych v kruzich, trojuhelnicich a Sestitthelnicich byl
2:3:6.

Zjistéte, jaké ¢islo mohlo byt napsano v hornim trojihelniku; urcete vSechny moznosti.

(E. Novotnd)
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MozZné resSeni. Soucet vSech ¢isel vepsanych do poli na obrazku je roven
1+24+...4+49=45.

Cisla v trojthelnicich a ¢isla v Sestitthelnicich jsou navzajem rtizna a pomér jejich souétt
je 3 : 6 =1 : 2. Odtud vyplyva, ze soucet cisel v trojuhelnicich je 15 a soucet cisel
v Sestitthelnicich je 30. ProtoZze pomér souctt c¢isel v kruzich a v trojihelnicich je 2 : 3,
soucet cisel v kruzich je 10.

Na obrazku jsou ¢tyfi kruhy, tedy v kruzich musi byt ¢isla 1, 2, 3 a 4 (jakdkoli jina
¢tverice by méla soucet vétsi nez 10). Z téchto ¢tyt ¢isel jsou dvé obsazena také v trojuhel-
nicich — ve zbyvajicim hornim trojihelniku ma byt takové ¢islo, aby soucet téchto t¥i c¢isel
byl 15. Nejvétsi mozny soucet cisel ve dvou spodnich trojahelnicich je 7, proto nejmensi
mozné ¢islo v hornim trojthelniku je 8. Soucasné v hornim trojihelniku nemiize byt veétsi
¢islo nez 9:

e pokud je v hornim trojuhelniku ¢islo 8, potom ve spodnich dvou trojihelnicich musi

byt cisla 3 a 4,

e pokud je v hornim trojuhelniku ¢islo 9, potom ve spodnich dvou trojihelnicich musi

byt cisla 2 a 4.

V obou ptipadech lze snadno doplnit ostatni ¢isla tak, Ze jsou splnény vsSechny poza-
davky ze zadani, viz obrazky. V hornim trojihelniku mohlo byt vepsano ¢islo 8 nebo 9.
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Navrh hodnoceni. 2 body za vyjadieni souctu ¢isel v trojuhelnicich a Sestitthelnicich;
1 bod za vyjadreni ¢tverice ¢isel v kruzich; 2 body za urceni dvou moznych ¢isel v hornim
trojuhelniku; 1 bod za doplnéni obrazku a ovéreni.

79-11-3

Jsou dany kruznice k1, ko, k3 a k4 se stfedy po fadé Sy, So, S3 a Sy. Kruznice k; a ks
se vné dotykaji vSech ostatnich kruznic, polomér kruznice k1 je 5 cm, vzdalenost stiedt So
a Sy je 24 cm a c¢tyituhelnik 5752535, je kosoctverec.

Urcete poloméry kruznic ko, k3 a ky.

Poznamka: obrazek je pouze ilustrativni. (E. Semerddovd)

MozZné resSeni. Na obrazku je znazornéno jediné mozné uspotradani kruznic, které vyho-
vuje vSem podminkam ze zadani.

Protoze se kruznice dotykaji, jsou délky stran ¢tyfuhelniku S7.5955S5, rovny souctiim
polomeéri prislusnych kruznic. Protoze je tento ¢tytihelnik kosoctvercem, jsou vSechny jeho
strany shodné. Tedy

§=T1+T2 =Ty +T3="3+7T4="4+7T1,
kde 71, ro, r3, 4 jsou velikosti polomért odpovidajicich kruznic a s je velikost strany
kosoctverce. Odtud vyplyva, ze protilehlé kruznice jsou navzajem shodné, tedy r1 = r3

a 7y = r4. Uhlopiicky v kosoétverci jsou na sebe kolmé a navzijem se pili. Proto jsou
trojuhelniky vymezené stranami a tthlopfickami kosoctverce pravoihlé a navzajem shodné.



Odvésny maji podle zadani velikosti 11 = r3 = 5cm a %|SQS4| = 12 cm. Velikost
prepony, tj. velikost strany kosoctverce, je podle Pythagorovy véty rovna

s =1/122 452 = /169 = 13 (cm).

Odtud vyplyva, ze
T2 :T4:13—5:8(Cm).

Poloméry kruznic kq a k3 jsou 5cm, polomeéry kruznic ks a k4 jsou 8 cm.

Navrh hodnoceni. 3 body za zjisténi a zduvodnéni, ze ;1 = r3 a ro = 74; 2 body za
urceni strany kosoctverce; 1 bod za urceni poloméri r a ry4.

79-114
Pred kazdé z ¢isel v néasledujicich dvou seznamech dopliite bud znaménko plus, nebo
minus tak, aby hodnota takto zapsanych vyrazi byla rovna nule:

a)l 234567389 10,
b)1 23456789 10 11.

U obou tuloh uvedte alesponl jedno feSeni, nebo zdivodnéte, Zze loha FeSeni nema.
(M. Volfovd)

Mozné reseni. Aby byl vysledek roven nule, musi byt soucet vSech ¢isel se znaménkem
plus stejny jako soucet vSech ¢isel se znaménkem minus. Odtud zejména plyne, Ze soucet
vSech uvedenych ¢isel musi byt sudy.

V piipadé a) je celkovy soucet

1+24+3+...+10=55.

Protoze je tento soucet lichy, tloha nema feSeni.
V pfipadé b) je celkovy soucet

1+24+3+...+11=66.

Jak cisla se znaménkem plus, tak cisla se znaménkem minus proto musi mit soucet 33.
Jedno z moznych feSeni tlohy je napf.

+1+2-3+4+5+6+7+8-9—-10—-11.

Navrh hodnoceni. 3 body za zjisténi, ze celkovy soucet musi byt sudy; 1 bod za zjisténi,
Ze Uloha a) nem4 FeSeni; 2 body za nalezeni jednoho FeSeni tlohy b).



