65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
l1l. kolo kategorie Z9

Z9-111-1
Obdélnik mé délky stran v pomeéru 2 : 5. Prodlouzime-li vS§echny jeho strany o 9 cm,
dostaneme obdélnik, jehoz délky stran jsou v poméru 3 : 7.

V jakém pomeéru budou délky stran obdélniku, ktery vznikne prodlouzenim vsech stran
o dalsich 9 cm? (M. Petrova)

Mozné reseni. Délky stran puvodniho obdélniku jsou v poméru 2 : 5. To znamena, Ze
jejich délky (v centimetrech) muZeme oznadit 2x a 5x. Po prvnim prodlouzeni stran ma
obdélnik rozmeéry 2x + 9 a bx + 9. Protoze délky stran tohoto obdélniku jsou v poméru
3 : 7, musi platit:

20 +9 3

50+9 7

Po vyfeseni rovnice dostavame = = 36 (cm). Rozméry puvodniho obdélniku jsou 2 - 36 =
=72 (cm) a5-36 =180 (cm).

Po druhém prodlouZeni stran mé obdélnik rozméry 72 + 18 = 90 (cm) a 180 4 18 =
= 198 (cm). Pomeér délek stran tohoto obdélniku tedy je

90:198 =5:11.

Navrh hodnoceni. 2 body za oznaceni rozméri puvodniho obdélniku a vyjadieni jejich
zmény; 2 body za sestaveni a vyfeSeni rovnice; 2 body za vypocet kone¢nych rozmért
obdélniku a jejich poméru.

Z9-111-2
TFi kamaradi si mysleli t¥i navzajem ritzné nenulové cislice, z nichz jedna byla 3.
7Z téchto cislic vytvorili vSech Sest moznych trojmistnych cisel, ktera potom rozdélili do tii
dvojic. Rozdilem prvni dvojice ¢isel bylo jednomistné ¢islo, rozdilem druhé dvojice cisel
bylo dvojmistné ¢islo a rozdilem tteti dvojice ¢isel bylo trojmistné ¢islo délitelné péti.
Zjistéte, které tri cislice si mohli kamaradi myslet. Urcete vSechny moznosti.
(E. Novotnd)

MozZné reseni. Myslené Cislice oznacime a, b a ¢, pficemZ bez jmy na obecnosti predpo-
kladame, ze a < b < c¢. Z uvazovanych c¢isel mohl jednomistny rozdil vzniknout jediné jako
rozdil dvou ¢isel zacinajicich touz ¢islici. Proto staci uvazovat nasledujici t¥i moznosti:

1) Pokud by jednomistny rozdil vznikl jako

acb — abc = (100a + 10c + b) — (100a + 10b + ¢) = 9(c — b),
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pak by platilo ¢ —b = 1, tzn. ¢ = b + 1 (odpovidajici rozdil by byl 9). Ostatni rozdily
vzniklé ze zbylych cisel cba, cab, bca a bac by potom mohly byt:

cba — cab = 9(b — a),

cba — bea = 90,

cba — bac = 100 + 10(b — a) + (a — ¢),
cab — bea < cab — bac = 99,

Bea — bac = 9(c — a).

Trojmistny rozdil lze dostat pouze jako cba — bac. Tento rozdil ma byt dle zadani délitelny
péti. Posledni éislici rozdilu nemtze byt nula, nebot a # ¢, rozdil proto kondi ¢islici 5.
A protoze jsme stanovili, Ze ¢ > a, muselo by platit ¢ = a+5, a tedy b = a+4 (odpovidajici
rozdil by byl 100 4 40 — 5 = 135). Rozdil zbylych &isel cab a bea by potom byl dvojmistny
(cab — beca = 100 — 50 + 4 = 54). Jedin4 vyhovujici trojice ¢islic obsahujici 3 je 3, 7, 8.

2) Pokud by jednomistny rozdil vznikl jako bca — bac, pak by platilo ¢ — a = 1, tzn.
c=a+ 1. V takovém pripadé neexistuje b, pro které by platilo a < b < c.

3) Pokud by jednomistny rozdil vznikl jako cba — cab, pak by platilo b — a = 1, tzn.
b = a+1 (odpovidajici rozdil by byl 9). Podobnymi tivahami jako v prvnim pfipadé zjistime,
Ze trojmistny rozdil lze ze zbylych &isel bea, bac, ach a abe dostat pouze jako bca — abe. Aby
byl tento rozdil délitelny péti, muselo by platit ¢ = a + 5, a tedy ¢ = b + 4 (odpovidajici
rozdil by byl 100 + 40 — 5 = 135). Rozdil zbylych ¢isel bac a acb by potom byl dvojmistny
(bac — achb = 100 — 50 + 4 = 54). Jediné vyhovujici trojice é&slic obsahujici 3 jsou 2, 3, 7
a3, 4, 8.

Kamaradi si mohli myslet ¢islice 3, 7, 8 nebo 2, 3, 7 nebo 3, 4, 8.

Navrh hodnoceni. 1 bod za moznosti vzniku jednomistného rozdilu; 2 body za vSechny
vyhovujici trojice ¢isel (1 bod za aspon jednu takovou trojici); 3 body podle kvality a tpl-
nosti zdiivodnéni, ze vic trojic neexistuje.

Z9-111-3

Na papife bylo napsano nékolik bezprostiedné po sobé jdoucich kladnych nasobki
urcitého prirozeného cisla vétsiho nez jedna. Radek ukézal na jedno z napsanych cisel:
kdyz jej vynasobil s ¢islem, které s nim sousedilo nalevo, dostal soucin o 216 mensi, nez
kdyz jej vynasobil s ¢islem, které s nim sousedilo napravo.

Na které ¢islo mohl Radek ukazat? Najdéte vSechny moznosti. (L. Simiinek)

Mozné fesSeni. Prirozené ¢islo, jehoz nasobky byly napsdny na papife, oznacme n; dle
zadani je n > 1. Dotcena cisla na papire tak miizeme oznagcit

(k—1n, kn, (k+1)n,

pricemz nezndma k je pfirozené ¢islo; aby byly vSechny tii vyrazy kladné, musi byt k£ > 1.
Radek tak dostal souciny (k — 1)kn? a (k+ 1)kn?, jejichz rozdil je 2kn?. Plati 2kn? = 216,
po upravé

kn®*=108=2-2-3-3-3.



Pr1i respektovani podminek n > 1 a k > 1 dostavame tfi rtizna reseni:

n 2 3 6
k 27 12 3
kn 54 36 18

Existuji ti mozna cisla, na ktera mohl Radek ukazat: 54, 36 nebo 18.

Navrh hodnoceni. 2 body za rovnici kn? = 108 = 22 - 33 nebo jeji obdobu; po 1 bodu
za kazdé Teseni vyhovujici zadani; 1 bod za spravné formulovany zavér.

Vypsani dotcenych tii ¢lentt posloupnosti neni nezbytnou soucasti feSeni. Pro nazor-
nost je uvadime: a) 52, 54, 56; b) 33, 36, 39; c) 12, 18, 24.

Z9-111-4

Eva vepsala do daného trojihelniku kruznici. Poté dokreslila tii tsecky, které se do-
tykaly vepsané kruznice a v puvodnim trojuhelniku vytvarely t¥i mensi trojuhelniky, viz
obrazek. Obvody téchto tii trojuhelnikt byly 12 cm, 14cm a 16 cm.

Urcete obvod ptuvodniho trojuhelniku. (E. Novotnad)

MozZné rFeseni. Oznacme jako na nasledujicim obrazku vrcholy puvodniho trojuhelniku
A, B, C, body dotyku vepsané kruznice D, E, F a jeji stfed S, krajni body dokreslenych
usecek G, H, I, J, K, L a jejich body dotyku s kruznici M, N, O.
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Usecky HD a HM jsou te¢nami z bodu H ke kruZnici, proto jsou thly HDS a HM S
pravé. Odpovidajici trojuhelniky HDS a HM S maji spole¢nou stranu HS a shodné od-
vésny SD a SM tvorici poloméry vepsané kruznice. Z Pythagorovy véty vyplyva, ze také
odvésny HD a HM jsou shodné, tzn. |HD| = |HM|.

Ze stejného duvodu plati také |GF| = |GM]|, tedy obvod trojuhelniku AHG je roven

|AH| + |HM |+ |MG|+ |GA| = |AH| + |HD| + |FG| + |GA| = |AD| + |AF|. (%)

To znamena, Ze obvod rohového trojuhelniku AHG je roven souc¢tu vzdalenosti bodu A od
dotykovych bodi na stranach AB a AC.

Stejna vlastnost plati také pro obvody zbylych dvou rohovych trojihelnikd. Obvod
trojuhelniku ABC' je proto roven

12 + 14416 = 42 (cm).

Navrh hodnoceni. 2 body za poznatek |HD| = |HM]| a jeho uziti; 1 bod za jeho zdu-
vodnéni (lze akceptovat i odkaz na soumérnost podle pfimky H.S); 2 body za vyjadfeni
obvodu rohového trojthelniku (x); 1 bod za vy¢isleni obvodu trojuhelniku ABC.



