65. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy krajského kola kategorie B

. Urcete vSechny trojice celych kladnych cisel k, [ a m, pro které plati

3+1 Im+1
3ki+k+3 bBlm+m—+5

. Je déna tsecka AB, jeji stied C' a uvnitf tsecky AB bod D. Kruznice k(C,|BC/)
a m(B,|BD|) se protinaji v bodech E a F. Zduvodnéte, pro¢ je polopfimka FD
osou uhlu AFFE.

. Najdéte vSechna prirozena cisla n, kterd maji praveé Sest délitell, pficemz soucet
druhého nejvétsiho a druhého nejmensiho z nich je 54.

. Je déno ptirozené ¢islo k, 4 < k < 900. Adam a Béra hraji hru: Adam napise
na tabuli k£ riznych trojmistnych cisel, Bara si z nich vybere ¢tyri rizna. Pokud
rozdil mezi dvéma nejmensimi i rozdil mezi dvéma nejvétsimi vybranymi cisly je
nejvyse 22, vyhrava Bara, jinak vyhrava Adam. V zavislosti na hodnoté k urcete,
kdo ma vyhravajici strategii.

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 12. dubna 2016

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na Tfeseni
uloh 4 hodiny c¢istého casu. Povolené pomitcky jsou psaci
a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomtcky dovoleny nejsou.
Za kazdou tulohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti
se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchyb-
nost a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urceni
uspésnych fesiteltt bude stanovena centralné po vyhodnoceni
statistik bodovych vysledkti ze vsech kraji. Tyto tdaje se
zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



65. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie B

1. Nejprve zlomky v zadané rovnici prevratime (v obou ¢itatelich jsou kladna ¢isla)
a castecné vydélime:

3ki+k+3  5lm+m+5

3l+1 Im+1
k(3l+1)+3_5(lm+1)+m
3+1 N Im+1
3 m
k4+ —=5 .
+3l+1 +lm~|—1

Protoze pro prirozena cisla [ a m plati 3 < 3l +11im < Im + 1, lezi hodnoty obou
zlomku z posledni rovnice v intervalu (0, 1). Dostavame tak

3 _m
3l+1 Im+1

k=5 a zaroven

(1)

Z druhé rovnice po roznéasobeni plyne 3im + 3 = 3lm + m, proto m = 3, zatimco
[ mtze byt libovolné.

Uloze vyhovuji viechny trojice (k,1,m) = (5,1, 3), kde [ je libovolné piirozené &islo.
Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Za odvozeni k = 5 udélte 3 body, za m = 3 dva body a dalsi bod
udélte za zjisténi, ze hodnota [ mize byt libovolna. Pokud fesitel uhodne pouze konecny pocet reseni

(k,1,m), tfeba jen jediné feseni (5, 1, 3), udélte 1 bod, pokud uhodne a ové¥i feseni (5,1, 3) pro libovolné
prirozené cislo I, udélte dalsi bod.

2. Kruznice k je Thaletovou kruznici nad primérem AB, takze trojuhelnik ABF
je pravouhly s pravym thlem pifi vrcholu F'. Jinymi slovy pfimka AF je kolma na
polomér BF kruznice m, a proto se pfimka AF dotyka kruznice m v bodé F' (obr.1).

Obr. 1

7 rovnosti usekového thlu sviraného tétivou DF s te¢nou AF a obvodového tthlu nad
touz tétivou mame (jak uz je vyznaceno na obréazku)

|xAFD| = |xDEF).



Ze soumérnosti tsecky EF' podle osy AB tak plyne
|<xAFD| = |<xDEF|=|xDFE|,

coz znamend, ze F'D je osou thlu AFE.

Jiné feseni. Oznacme [ velikost thlu ABF a dopocitejme velikosti thla DFFE
a AFE. Trojuhelnik DBF' je rovnoramenny, nebot jeho ramena BD a BF jsou poloméry
kruznice m, proto
g

1
[XDFB| = 3 (180° — ) = 90° — .

Protoze podobné i trojuhelnik EFBF je rovnoramenny s osou BD, plati
|<xEFB|=90°— 8.

Spojenim obou piedchozich rovnosti tak dostavame

B

|xDFE| = |xDFB|— |xEFB| = 5

Z vlastnosti Thaletovy kruznice k nad primérem AB vime, ze thel AF' B je pravy.
Pritom jeho c¢ast, totiz thel FF B, ma, jak jsme jiz zjistili, velikost 90° — 3, takze jeho
druhé cast, thel AFE, méa velikost (5, coz je presné dvojnasobek velikosti thlu DFE.
Tim jsme dokazali, ze pfimka F'D je osou thlu AFE.

Jiné feSeni. Nad obloukem AF kruznice k se shoduji thly ABE a AF'E (obr.2).
Oblouku DFE kruznice m prislusi obvodovy tthel DFE a stfedovy thel DBE. Celkem
tak dostavame

1 1 1
[xDFE| = 3 |xDBE| = ;|xABE| = |xAFE]|,

coz dokazuje, Zze F'D je osou uhlu AFE.

Obr. 2

Za Gplné feseni udé€lte 6 bodu. Pfi neliplném fesSeni se snazte tmérné ocenit uziteCnost dokazanych
vlastnosti, napf. v prvnim postupu dejte 3 body za objeveni rovnosti |[<AFD| = |xDEF| a zbyvajici
3 body za vyuziti soumérnosti. Samotné avahy o symetrii ocente nejvyse dvéma body. Pokud student
ucini zasadni pokrok, ale nesvede vse spojit a dojit k pozadovanému zavéru, strhnéte 1 bod.



3. Nejprve zjistime, jak vypadaji cisla n, ktera maji prave Sest délitelt.

Pokud je ¢islo n délitelné tremi rtiznymi prvocisly p, ¢, r, méa alespon osm riznych
délitela: 1, p, q, 7, pg, pr, qr, pgr. Cislo n mizZe tedy mit nejvyse dva prvoéinitele p a gq.

Pokud je jeden z prvociniteld v prvociselném rozkladu cisla n alespon ve treti
mocning, tedy kdyz p3q déli ¢islo n, ma opét ¢islo n alespont osm délitelt: 1, p, p?, p3,
4, pg, P°q; P°q.

Zbyva rozebrat cisla délitelnd dvéma prvocisly, kazdym nejvyse v druhé mocniné.

Cislo n = pg m4 pouze ¢tyfi délitele (1, p, ¢ a pq), &slo n = p?q? ma devét délitelt
(1, p, p?, 4, ¢°, pq, P*q, p?q?), jediné &islo tvaru n = p*q m4 pravée sest déliteld (1, p, p?,
4, pg, P°q)-

Koneéné pokud je ¢islo n mocninou jediného prvoéisla, n = p¥, mé k + 1 délitelt:
1,p,p%, ...,p". V tomto piipadé tak vyhovuje pouze k = 5.

Zjistili jsme, Ze ¢islo n se Sesti déliteli ma jeden z tvart p® nebo p?q, kde p a ¢ jsou
rizna prvocisla. Obé tyto moznosti dale prozkoumame.

Pokud n = p°, lze délitele ¢isla n usporadat podle velikosti: 1 < p < p? < p? <
< p* < p5, tudiz mé4 podle zadani tlohy platit p + p* = p(p®> + 1) = 54 = 2 - 33,
Prvodislo p je délitelem ¢éisla 54, proto p € {2,3}. Zaroven i bez pocitani vidime, ze
je 2(23 +1) < 2-3% < 3(3% + 1), takZe ani jedno p € {2,3} pozadovanému vztahu
nevyhovuje.

Pokud n = p?q, rozlisime dva piipady, p < ¢ a ¢ < p.

Je-li p < ¢, je p druhy nejmensi délitel ¢isla n (nejmensi je jednotka). Nejvétsim
délitelem ¢isla n je samo ¢islo p?q a druhym nejvétsim je pg, nebot pq je vétsi nez kazdy
z ostatnich ¢tyt délitelt 1, p, q i p?. Hledame tak feseni rovnice p+pg = p(1+¢q) = 2-33.
Navic vime, Ze ¢ je liché (je vétsi nez prvodislo p), takze 1 + ¢ je sudé, a tudiz musi byt
p = 3. Potom ¢ = 17, coZ vede na feseni n = 32 - 17 = 153.

Je-li ¢ < p, lze délitele ¢isla n = p?q usporadat podle velikosti: 1 < ¢ < p < pq <
< p? < p?q. Hleddme tak feSeni rovnice ¢ + p?> = 54. ProtoZe p i ¢ jsou prvodéisla, je
q =2, p=3ataké p* < 52 neboli p < 7, proto p € {3,5,7}. Zaroven vsak vidime, 7e
q = 54 — p? mliZze byt prvocislo mensi nez p jen prop =7, pak g =5 an = 49 -5 = 245,
coz je dalsi fesSeni.

Odpoved. Uloha mé dvé feSeni 153 = 32 - 17 (s déliteli 1 < 3 < 9 < 17 < 51 < 153)
a 245 =72.5 (s déliteli 1 <5 < 7 < 35 < 49 < 245).

Pozndmka. Uvodni rozbor lze podstatné zkratit, vyuZijeme-li zndmé tvrzeni, ze
¢islo n s rozkladem na prvocinitele n = p*p5? ... p&m ma pravé
(o +1)(az+1)...(am +1)

délitelt. Cislo 6 se d4 takto napsat pouze dvéma zptisoby 6 = 2 - 3, kterym odpovidaji
budm=1aa; =5, tedy n=p®, nebom=2aa; =1, ay =2, tedy n = p?q.

Jiné reseni. Nejmensi délitel ¢isla n je 1, druhy nejmensi délitel je nejmensi prvo-
Cinitel ¢isla n — oznac¢me jej jako p. Nejvetsi délitel cisla n je samotné ¢islo n a druhy
nejvétsi délitel je n/p. Mame tedy fesit rovnici

p+ﬁz54.
p

Protoze ¢islo n mé Sest délitelit, musi platit p < n/p, takze p < 54/2 = 27. Stadi tedy
vyzkousSet prvoéisla p mensi nez 27. Pro kazdé takové prvocislo dopocitdme n = p(54—p)



a oveérime pocet jeho délitelt:

n =p(bd —p) délitelé ¢isla n pocet délitelt
104 =2%-13 1,2, 4, 8, 13, 26, 52, 104 8
153=132.17 1,3,9, 17, 51, 153

245 =5.72 1,5, 7, 35, 49, 245

329 =7.47 1,7, 47, 329

473 =11-43 1, 11, 43, 473

13 | 5633 =13 -41 1, 13, 41, 533

17 |1 629 =17 - 37 1, 17, 37, 629

19 | 665=5-7-19 1,5, 7, 19, 35, 95, 133, 665
23 | 7113 =23-31 1, 23, 31, 713
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7 tabulky vidime, ze pravé Sest délitelit maji pouze ¢isla 153 a 245.

Za uplné feseni udélte 6 bodh. Pokud resitel postupuje podle prvniho feseni, udélte prvni bod za
odvozeni obou moznych prvociselnych rozkladt ¢isla n, dalsi dva body udélte za vyfeseni piipadu
n = p°® a t¥i body za vyfeSeni pt¥ipadu n = p3q, z toho 1 bod za rozliSeni piipadd p < ¢ a p > ¢
a sestaveni obou rovnic a po 1 bodu za jejich vyfeseni. Pokud fesitel postupuje podle druhého feseni,
udélte 2 body za odvozeni rovnice n + n/p = 54, za omezeni hodnoty p shora dejte dalsi dva body
a zbyvajici dva body udélte za korektni provéfeni vSech pfipustnych hodnot p.

4. Adamovi k vitézstvi staci, aby rozdil dvou nejmensich ¢isel, kterd Bara vybere,
byl alespon 23. Pokud tedy Adam napiSe na tabuli néktera z ¢isel

a; = 100, A = 123, az = 146, ey Qg0 = 997 (: 100 + 39 - 23), (1)

Béara urcité prohraje, protoze kazda dvé ¢isla z posloupnosti (1) maji rozdil alespon 23,
nebof jejich rozdily jsou nasobky ¢isla 23. Vidime tak, Ze v piipadé k < 40 sta¢i Adamovi
k vitézstvi napsat na tabuli libovolnych k ¢isel z posloupnosti a1, as, ..., a4p.

Ovsem Adamovi k vitézstvi staci, aby pouze jeden z rozdilti mezi dvéma nejmensimi
a mezi dvéma nejvétsimi z vybranych ctyt ¢isel byl alespon 23. Ukazeme, ze Adam dokéze
vyhrat i v pripadech k = 41 a k = 42.

Dopliime k ¢isliim aq, as, . .., a4 z (1) jesté aqg = 998 a ago = 999.1pro k € {41,42}
staci, kdyz Adam napiSe na tabuli ¢isla a1, ..., ax. Bez ohledu na to, jaka ¢tyfi ¢isla Bara
vybere, budou dvé nejmensi nutné z mnoziny {a1,as,...,as}, jejiz kazdé dva prvky se
lisi aspon o 23, proto vyhraje Adam.

Nyni ukdzeme, ze pro k = 43 muze vzdy vyhrat Bara bez ohledu na to, kterd

¢isla Adam na tabuli napsal. Oznac¢me je aq,as, ..., ar od nejmensiho po nejvétsi, tedy
100 £ a1 < az < ... < ap £ 999, a podivejme se na rozdily dvou sousednich ¢isel
dy = as —ay, d3 = ag — az, ..., dp = ar — ax—1. Oznac¢me t¥i nejmensi z nich jako

dp =ap —ap_1,dy = ag —aq_1 a dy = a, — ay_1, piifemz 2 < p < ¢ < r < k (takova
volba nemusi byt jednozna¢na, to vSak pro dalsi avahy nebude dulezité). Zfejmé pak
plati p+1 = g <7, z ¢ehoz p < r — 1, takze ¢isla ap_1, ap, ay—1 a a, spliluji nerovnosti

ap—1 < ap < Gp_1 < Gy,

a proto je d, rozdil dvou nejmensich a d, rozdil dvou nejvétsich z nich. Piesvédéme se,
ze Bara vyhraje, kdyz vybere tato ctyri cisla.

K vitézstvi Bara potfebuje, aby bylo d, < 22 i d, < 22. Pfipustme, ze tomu tak
neni, takZe alesponi jedno z cisel dj,, dg4, d, je nejméné 23 a zbyla dvé jsou alespon 1.



Jelikoz d,,, dg, d, jsou tii nejmensi rozdily, vSechny ostatni rozdily d; jsou aspon 23. Pro
soucet vSech rozdili tak dostavame odhad

dy +dp1+...+dy=(dp +dy +d.) + > d; 2
1€{2,....,k}\{p,q,r}
> (1+1423)+(k—4)-23=2+23-(k—3). (2)

Na druhou stranu vSechna ¢isla a; jsou trojmistna, a tudiz

dp +dp—1+...+dy = (ap —ar—1) + (ap—1 —ap_—2) +... + (a2 —a1) =
= ay —a; <999 — 100 = 899.

Spojenim predchozich dvou nerovnosti dochézime ke sporu, nebot pro k = 43 je
922 =2+23-40<52+423-(k—3) < dp +dp—1+...+da < 899.

Dokazali jsme, ze popsanym vybérem cisel a,_1, a,, a,—1 a a, si Bara zajisti vitéz-
stvi pro libovolné k = 43.
Odpovéd. Pro k < 42 mé vyhrévajici strategii Adam a pro k = 43 Béra.

Za Uplné feseni udélte 6 bodii. Pokud fesitel pouze ukdZe, e hodnoty k < 40, piipadné k < 41
umoznuji Adamovi vyhru, udélte 1 bod. Dva body udélte v pripadé, zZe fesitel uvede spravnou hranici
k < 42 i s uvedenim ¢&isel, kterd ma Adam napsat na tabuli (&isla 100,123, ... nejsou jedinou moznosti).
Zbyvajici 4 body udélte za disledny popis vyhréavajici strategie pro Baru v pf¥ipadé k = 43; nejtézsi
¢ast je dolni odhad souétu rozdilii, proto nerovnost (2) nebo jeji ekvivalent ohodnotte 2 body, zbyvajici
popis nejvyse dvéma body.



