66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/7 Vv 7/

Ulohy domaci casti I. kola kategorie A

1. Najdete vsechna prvocisla p, pro nez existuje prirozené cislo n takove, Ze p" + 1 je
treti mocninou nékterého prirozeneho cisla.

RESENI. Piedpokladejme, Ze pro pfirozené ¢islo a plati p™ +1 = a3 (zjevné a = 2).
Tuto rovnost upravime tak, aby bylo mozné jednu stranu rozlozit na soucin:

pt=a®—-1=(a—1)(a®*+a+1).

Z tohoto rozkladu plyne, Ze pokud a > 2, jsou &isla @ — 1 i a® + a + 1 mocninami
prvodisla p (s kladnymi celo¢iselnymi exponenty).

V ptipadé a > 2 tak plati a—1 = p* neboli a = p* +1 pro kladné celé &islo k, coz po
dosazeni do trojélenu a?+a+1 déva hodnotu p?* 4-3p*F+-3. Jelikoz a—1 = p* < a®+a+1,
je uréend hodnota trojélenu a? 4+ a + 1 vyssi mocninou prvodéisla p, zarucené proto plati

p" | p** +3p" +3 neboli pf|3.

Odtud plyne, Ze musi byt p=3ak =1, atedy a = p*+1 = 4. Cislo a®?+a+1 =21
vsak neni mocninou t¥i, a tak v pfipadé a > 2 zadné prvoéislo p rovnici p” + 1 = a3
nevyhovuje, at je exponent n zvolen jakkoli.

Pro a = 2 dostavame rovnici p™ = 7, proto je p = 7 jediné vyhovujici prvocislo.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
N1. Uréete vsechny trojice (a,b, c) pfirozenych ¢&isel, pro které plati

2% 4 4% = 8°.

[62-B-1-1]

N2. Najdéte vSechny dvojice ptirozenych &isel a, b takové, ze ab = a + b. [VSechny ¢leny
dame na levou stranu a rozlozime ji na souéin: (a — 1)(b— 1) = 1. Je jen jeden zptisob,
jak napsat ¢islo 1 na pravé strané jako soucin dvou nezapornych celych cisel, proto
a="b=2]

N3. Najdéte viechna prvoéisla p, pro ktera existuje pfirozené éislo x takové, ze p® +4 = x2.
[Zfejmé = > 2 a z upravené rovnice p° = (x —2)(x +2) s ohledemnax+2 >z —2> 0
plyne, ze dvojice (z+ 2,z —2) je bud (p°, 1), (p*,p), nebo (p3,p?). V prvnim piipadé je
p® — 1 =4, ve druhém p* — p = 4, aviak 74dné z obou rovnic nema prvoéiselné Feseni.
Zbyvé moznost p3 — p2 =4, kterd dava p =2 a z = 6.]

D1. Najdéte vSechny dvojice prvocisel p, q, pro které existuje prirozené cislo a takové, ze

pq a?+1
p+q a+1l’
[62-A—1-1]
D2. Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel x, y takové, ze
xy?
T+y

je prvocislo. [58—-A-1-3]

D3. Dokazte, %e pro zadné piirozené ¢&islo m neni &islo 27 — n27 prvocislem. [Slovenska
verze 57—A—I11-4, https://skmo.sk/dokument .php?id=215]

D4. Najdéte vsechna celd ¢&isla n, pro néz je n* — 3n2? 4+ 9 prvocislo. [61-A-II1-1]



2. Mdme n? prdzdnyjch krabic; kazdd z nich md ctvercové dno. Viska i $irka kaZdé
krabice je prirozené ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}. KaZdé dvé krabice se lisi alespon
v jednom z téchto dvou rozméru. Jednu krabici je dovoleno vloZit do druhé, md-li
oba rozmeéry mensi a alespon jeden z rozmery ma alesporn o 2 mensi. Takto mizZeme
vytvorit posloupnost krabic vloZengch navzdjem do sebe (tj. pruni krabice je uvnity
druhé, druhd krabice je uvnitt treti atd.). KaZdou takovou sadu uloZime na jinou
policku. Urcete nejmensi mozny pocet policek potiebny k uskladnéns viech n? krabic.

RESENT. UkaZeme, Ze hledany minimalni poéet poli¢ek je roven 3n—2. Tato odpovéd
je ziejmé spravna pron = 1 a pro n = 2, nebot pro takova n plati n? = 3n—2 a soucasné
kazda z n? krabic musi byt v takovém piipadé o¢ividné ulozena na jiné poli¢ce. V celém
dalsim FeSeni budeme proto predpokladat, ze n = 3.

Krabicim pritadime tabulku n x n — krabici s Sitkou w a vyskou h v ni bude
odpovidat bod o soufadnicich (w, h).

Z4dné dvé krabice z mnoziny S = {(w, h): n < w+h < n+2} (tii nejdelsi diagonély,
na obr. 1 pro n = 7) nemohou byt na jedné poli¢ce. Pokud totiz jsou (w, h) a (w', h’) dvé
krabice na jedné polic¢ce, pro které plati w < w’ a h < b/, platiiw+1Sw' ah+1 <A
a navic musi byt w + 2 < w’ nebo h + 2 < h'. V obou pfipadech dostaneme sec¢tenim
w+h+3 < w 4+ R Pokud tedy (w,h) € S, bude w' +h' 2w+ h+3 2 n+ 3, tudiz
(w', ') ¢ S. Jelikoz |S| = 3n — 2, poli¢ek musi byt alespont 3n — 2.

an_ @ (1;'77)/:}" 7.7
(1) ° @y o) /.7_(;:1)
Obr. 1 Obr. 2

Nyni ukdzeme, jak rozdélit krabice do policek tak, aby stacilo 3n —2 policek. Mozny
postup pro n = 7 je patrny z obr.2 (sady do sebe vlozenych krabic jsou vyznaceny
Sipkami) a lze ho pfimo zobecnit na piipad libovolného n = 3. I tehdy dvé krabice
(w,h) a (w',h') ddme na stejnou policku, pravé kdyz 2(h’ — h) = w’ — w. Jinymi slovy,
zatneme s ,nejvétsimi* krabicemi (n — 1,h), (n,h) pro h = 1,2,...,n a (w,n) pro
w=1,2,...,n — 2 a kazdou z téchto 3n — 2 krabic polozime na zvlastni policku. Pak
na kazdé policce provedeme nasledujici algoritmus: Podivame se na posledni krabici
poloZenou na polic¢ce, necht je to (w, h). Pokud w—2 = 1 a h—1 = 1, pfiddme na poli¢ku
krabici (w —2,h — 1) (tj. vlozime ji do krabice na poli¢ce) a krok algoritmu zopakujeme
(jinak skoné¢ime). Zadana pravidla jsou pro kazdou policku splnéna trividlné. Hodnota
3n — 2 je proto opravdu dosazitelna.

Zbyva vysvétlit, pro¢ je kazda z n? krabic uloZzena na néjaké poliéce. Pro danou
krabici (w, h) uréime policku, na které se ocitne, postupnym soucasnym zvétSovanim w
0 2 a h o 1, az nakonec dostaneme jednu z 3n — 2 vychozich nejvétsich krabic s sitkou
w € {n—1,n} & vyskou h = n. Pfi tomto postupu zvétsovani dostaneme podle nasi pro-
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cedury posloupnost do sebe vlozenych krabic ulozenych na policce, kterou jsme tvodem
prifadili zminéné nejvétsi krabici. Pocet 3n — 2 krabic je proto opravdu postacujici.

Pozndmka. Je zajimavé, Ze existuji i jinad vyhovujici uloZeni viech n? krabic se
stejnou sadou 3n — 2 nejvétsich krabic v jednotlivych polickach, kterou jsme vyuzili
v nasem feseni — pro n = 7 je jedno takové odlisné ulozeni znazornéno na obr. 3.

(1,'7) (7,7)

Obr. 3

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dvé pole na Sachovnici nazveme sousedni, pokud maji spole¢nou stranu. Kolik nejvice
poli lze vybrat na Sachovnici 2n x 2n tak, aby Zzé&dné dvé z vybranych poli nebyly
sousedni? [Polovinu. Celd Sachovnice se d& rozdélit na disjunktni dvojice sousednich
poli a z kazdé dvojice miizeme vybrat maximalné jedno pole. Polovina se d4 dosdhnout
napf. vybérem vsech poli jedné barvy pii klasickém obarveni sachovnice.]

N2. Vyfteste zadany tkol pro n = 4 a n = 5. Nestac¢i uhodnout miniméalni pocet policek:
je treba jednak ukazat, Ze je mozné krabice na urceny pocet policek ulozit, jednak
zdivodnit, Ze mensi pocet policek nebude stacit.

N3. Pro n € {3,4} najdéte co nejvétsi sadu krabic takovou, Ze zaddnou z nich nelze vlozit
do jiné. Zkuste svou sadu zobecnit pro vétsi n.

D1. Vybornym dopliiujicim materidlem (vhodnym i pro samostatnou piipravu zdku) je
kapitola 3.2 ve Sbirce KMS dostupné na strance http://kms.sk/zbierka.

3. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s vyskami AK, BL, CM. Dokazte, Ze trojuhelnik
ABC je rovnoramenny, prave kdyz plati rovnost

|AM| + |BK| + |CL| = |AL| + |BM| + |CK]|.

RESENI. Body K, L, M jsou definovany jako paty vysek a my potiebujeme vyjadrit
kolmost tak, aby se s ni dobfe pracovalo; jelikoz dokazované tvrzeni pracuje s délkami
usecek, a ne s uhly, zapisSeme urcujici vlastnost bodt K, L, M pomoci délek tsecek.

Protoze piimky AB a C'M jsou na sebe kolmé, je |AC|> —|BC|? = |AM|*> —|BM|?.
(To plyne z Pythagorovy véty pouzité na pravouhlé trojuhelniky AMC a BMC', nebot
|AC|? = |[AM|? + |CM|?, |BC|? = |BM|? + |CM|?.) Z této rovnosti hned vyplyva, Ze
pii standardnim oznaceni délek stran trojihelniku ABC' plati

b? — a? b2 — a?
AM| — |BM| = =
| = | |AM| + |BM| c
a analogicky
2 _p2 2 _ 2
IBK|—|CK|=""" a |CL|—|AL|l= %
a



Rovnost ze zadani se tedy da prepsat jako
a’?—-b b -2 *—a?
+ + =0,
c a b
ab(a® — b?) + be(b? — ¢2) + ca(c® — a?) = 0.

Pokusme se vyraz na levé strané rozlozit na soucin. Budeme se na néj divat jako na
kubicky mnohoclen P v proménné a. Je snadné ovérit, ze pro rovnoramenny trojihelnik
je leva strana nulové, proto P(b) = 0 a P(c) = 0. Zname tedy dva kofeny mnohoc¢lenu P.
Po vydéleni P(a) odpovidajicimi kofenovymi ¢initeli (tedy vyrazem (a — b)(a — ¢)) uz
ziistane jen linearni mnohoé¢len a(b — ¢) + b? — ¢2, ktery snadno rozlozime na souéin.
Kdyz to vSe shrneme, vidime, Ze rovnost ze zadani je ekvivalentni s rovnosti

(a—b)(b—c)(c—a)la+b+c)=0.

Je jasné, ze ziskana rovnost plati, pravé kdyz je trojuhelnik ABC' rovnoramenny.

JINE RESENI. Pfedpokladejme nejprve, ze trojihelnik ABC' je rovnoramenny, Ze
tedy napfiklad bez Gjmy na obecnosti |[AC| = |BC|. Z osové soumérnosti trojuhel-
niku ABC pak plynou rovnosti |AM| = |BM|, |AL| = |BK| a |CL| = |CK|, takze
rovnost ze zadani je splnéna.

Predpokladejme nyni naopak, ze plati rovnost ze zadani. PrepiSeme ji do tvaru

(|IAM| = [BM]) + (|IBK| - [CK]) + (|CL| — |AL|) = 0. (1)
Pfi standardnim oznaceni délek stran a vnitinich hla trojahelniku ABC' s polomérem r
kruznice opsané plati
|AM| — |BM| =bcosa — acosf = 2rsin Scosa — 2rsina cos f = 2rsin(S — «),
a proto z rovnosti (1) plyne
sin(8 — a) + sin(y — 8) + sin(a — B) = 0. (2)

Diky goniometrickému pravidlu

x+y+z:0:>Sinx+siny+sinz:—4singsin%sing, (3)

které za okamzik dokazeme, z rovnosti (2) plyne

sinﬁ_&sinv_ﬁsina_ﬁ
2 2 2

Takova rovnost ziejmé nastane, jen kdyz se nékteré dva z vnitt¥nich thld «, 3, v troj-
uhelniku ABC' rovnaji neboli trojuhelnik ABC' je rovnoramenny.
Zbyva tedy ovérit pravidlo (3). Za piedpokladu = + y + z = 0 plati

=0.

sinx-l—siny-l—sinz:2sinx—2i_ycosx;y—sin($+y)=
. Tty r—y . Tty r+y
= 2sin CcoS — 2sin CcoS =
2 2 2 2
. :L'—i-y( r—vy x—i—y)
— 2sin COS ——— — COS =
2 2
:2Smw+y_(_2).Sin(fli—y)+(w+y)Sin(w—y)—(“y):
2 4 4
. TR . T, Y .y .z
— —4sin — sin — sin — = —4sin — sin = sin —.
2 2 2 2 2 2

Ditikaz je hotov.



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte, ze pfimky AB a C'D lezici v jedné roviné jsou na sebe kolmé, pravé kdyz plati

N2.

N3.

D1.

D2.

|AC|? — |BC|? = |AD|? — |BD|?. [Sta¢i dokazat, ze pokud A, B jsou dva rtizné body
v roving a k je realné ¢islo, je mnozinou bod@t X takovych, ze |AX|? — |BX|? = k,
piimka kolmé na pifimku AB. V dikazu tohoto tvrzeni sta¢i uvazovat patu P kolmice
z bodu X na pfimku AB a pouzit Pythagorovu vétu v trojuhelnicich APX a BPX;
dostaneme |AX|? — |BX|? = (JAP|? + |PX|?) — (|[BP|? + |PX|?) = |AP|?> — |BP|?.
Pokud je hodnota |AX|? — |BX|? konstantni, je pata kolmice z X na AB vzdy stejna
pro vSechny body X, lezi tedy na pfimce kolmé na AB. Obriacenim tivahy hned vidime,
ze kazdy bod této pfimky ma pozadovanou vlastnost.]

Dokazte, ze pro libovolny mnohoélen P(z) a libovolné realné éislo r plati néasledujici
tvrzeni: pokud P(r) = 0, je mnohoc¢len P(z) délitelny dvojélenem x — r. [Po vydéleni
P(z) &initelem z — r dostaneme podil Q(z) a zbytek R(z), ktery ma mensi stupen
nez x — r, musi to tedy byt konstantni mnohoclen. Po dosazeni x = r do rovnosti
P(z) = (z — r)Q(z) + R(xz) mame R(r) = 0, ¢ili zbytek je nulovy polynom.]

Rozlozte na soucin vyraz bc? —b%c+ca? —c?a+ab? —a?b. [(a—b)(b—c)(c—a). Povazujte
dany vyraz za mnohoclen v proménné a a vSimnéte si, ze b i ¢ jsou jeho koteny. Nebo
trochu pracnéji: be? — b%c + ca? — c?a + ab? — a?b = be(c — b) + cala — ¢) +ab(b—a) =
= bc(c—b) —abc+abc+cala—c)+ab(b—a) = be(c—b—a)+ca(b+a—c)+ablb—a) =
=c(b+a—c)(a—b)+ ab(b—a) = (a —b)(bc — c? + ca — ab) = (a — b)(b—c)(c — a).]
Uvnitt strany AB libovolného trojuhelniku ABC lezi bod D. Dokazte, ze plati

|AB| - |CD|? + |AB| - |AD| - |BD| = |BC|? - |AD| + |AC|? - |BD|.

[Tento fakt je znam jako Stewartova véta. Pro trojuhelniky ABD, BCD zapiste kosi-
novou vétu s uhly ADB, BCD a vyuzijte k eliminaci jejich kosini toho, Ze jsou to dvé
navzajem opacnd ¢isla.]

Dokazte, ze pokud pro realna &isla a, b, ¢ plati a?b* +b2c* + c2a? = a*b? +b%c? + c*a?,
maji néktera dvé z ¢isel a, b, ¢ stejné absolutni hodnoty. [L — P = (a? — b2)(b? — ¢?) x
x (c? — a?)]

4. Najdete vsechny funkce f: N — N, ktere maji pro kazZdé prirozené c¢islo m ndsledu-
jict vlastnost: pokud oznacime dy,ds, ... ,d, vSechny délitele c¢isla m, plati

Fdi) - f(ds) ... f(dy) = m.

RESENI. UkaZeme, Ze jedingm feSenim je funkce f takova, Ze

f(m) =

{

p, pokud m je netrividlni mocninou prvoéisla p, tj. m = p*, k > 1,

1 v ostatnich piipadech.

Cislo 1 m4 jediného ptirozeného délitele 1, proto ze zadané rovnosti pro m = 1

plyne f(1) =1.
Necht m = p je prvocislo. Potom musi platit

f(1)- f(p) =p meboli f(p)=rp.

Pro m = p? pak dostaneme

fQ)- f(p)- f(®®) =p® meboli f(p®) =p

a obecné pro prirozené k > 1 a m = p~



Matematickou indukci podle k tak snadno ukézeme, ze pro vsSechna prirozend cisla k
musi platit f(p*) = p.

Uvazujme nyni piirozené ¢islo m s alespon dvéma riznymi prvociselnymi déliteli,
jehoz prvociselny rozklad je m = p{'ps?...pp*, kde k =2 2 a a; = 1 pro kazdé i €
€ {1,2,...,k}. Mezi déliteli ¢isla m jsou urc¢ité vSechny mocniny

2 o 2 o 2 o
plupla"'aplla p27p27"'7p227 R} pkuplgv"'7pk

jeho jednotlivych prvociniteli, pfitom jenom samotny soucin odpovidajicich funkénich
hodnot

FO) @) FOT) F2) f®3) - F052) - flok) F0F) - - F(0}*) =
=Pp1p1---PLP2pP2---P2---PkPk ---Pk = D1 P3* ... Dy

(&5} a2 (637

dava, jak vidime, hodnotu m. To znamen4, Ze soucin vSech dalsich funkénich hodnot zby-
vajicich déliteld (z nichz ani jeden neni netrividlni mocninou prvodéisla) véetné hodnoty
f(m) musi byt roven 1, takze vsichni ¢initelé nevyjimaje f(m) se rovnaji 1.

Tim je hledana funkce f jednoznacné urcena a zaroven je z posledni rovnosti ziejmé,
ze ma pozadované vlastnosti.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte matematickou indukci, Ze kazdé prirozené cCislo vétsi nez 1 se da rozlozit na
prvocinitele.
N2. Urcete hodnoty funkce f, kterd spliuje podminku ze zadéani, pro mocniny trojky.
N3. Najdéte vsechny funkce f: N — N, které maji pro kazdé prirozené cislo m néasledujici
vlastnost: pokud oznacime di,da,...,d, vSechny délitele ¢isla m, plati

fldr)- f(d2)-...- f(dn) =2".

[Matematickou indukci lze dokazat, ze f(x) = 2 pro kazdé pfirozené ¢islo x. Pokud si
oznacime délitele ¢isla m vzestupné podle velikosti 1 = d1 < d2 < ... < dp = m, mame
z indukéniho piedpokladu 271 f(m) = 2™ neboli f(m) = 2.]

D1. Urcete vSechny funkce f: 7 — 7 takové, Ze pro vSechna celé ¢isla xz, y plati

f(f(z) +y) =z + f(y +2006).
[56—A—I1—6]

D2. Ozna¢me N mnozinu vSech pfirozenych ¢isel a uvazujme vsechny funkce f: N — N
takové, ze pro libovolna x,y € N plati

f(@f(y) =yf(z).
Urcete nejmensi moznou hodnotu f(2007). [56—A-III-3]

5. Uvnitr zakladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC lezi bod D. Zvolme bod E
tak, aby ADEC byl rovnobéznik. Na poloprimce opacné k ED lezi bod F' takovy, Ze
|EB| = |EF|. Dokazte, ze délka tétivy, kterou vytind primka BE v kruZnici opsané
trojuhelniku ABF, je dvojndsobkem délky usecky AC.

RESENT. Oznaéme S stfed kruznice opsané trojuhelniku ABF a K, L, M paty
kolmic z bodu S na pfimky AB, BF, BE. Jak snadno ovéfime, tthel ABF' je tupy,
bod S lezi na ose C'K strany AB uvniti poloroviny opa¢né k CEB a bod E lezi uvnitrt
usecky SL, takze je vnitfnim bodem tsecky BM (obr.4). Protoze bod M je stiedem
zminéné tétivy a |AC| = |BC|, stac¢i ukazat, ze |[BM| = |BC|.
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Obr. 4

Oznacme « a [ velikosti tthlu pfi zédkladnach rovnoramennych trojuhelniki ABC
a BFE. Protoze |xBDF| = «, z trojuhelniku DBF méame

|xCBM|=180° — 2(a + ). (1)

Z rovnobéznosti CE || AB dale plyne, Ze je také |<BCE| = «, a ze zfejmé podobnosti
pravouhlych trojuhelniki SEM ~ BEL mame |XESM| = . A protoze CE je stejné
jako AB kolmé na SK, je ¢tyfthelnik CEM S tétivovy, takze | X ECM| = |xESM| = /.
Celkem tedy pro velikosti thld BC'M a BMC' dostavame

|xBCM| = |<BCE|+ |[xECM|=a+p
a podle (1) muZeme dopocitat
|xBMC| = 180° — |xCBM| — |xBCM| =2(a+ 8) — (a + 8) = a + B.
v trojihelniku BC'M tedy plati |[<xBMC| = |[<xBCM]|. Proto |BM| = |BC|.

JINE RESENI. VyuZijeme soumérnost po-
dle osy o tusecky BF. Na pfimce o lezi bod F
i stfed S kruznice k opsané trojuhelniku ABF'.
Tétiva, kterou vytina prfimka BFE v kruznici k,
se ve zminéné osové soumernosti zobrazi na
usecku F'H, kde H je prisecik primky FFE
s kruznici k rtizny od F' (obr.5).

Protoze |DE| = |AC|, je potieba dokazat,
ze |HD| + |DF| = 2|AC|.

Ozna¢me |AC| = |BC| = a, |AB| = ¢,
|AD| =d, |CD| =b.

Ctytthelnik DBEC je diky shodnym th-
lim C'BD a EDB osové soumérny, je to tudiz
rovnoramenny lichobéznik nebo pravouhelnik,
proto plati také |BE| = |CD| =10 a

|DF| = |DE|+ |EF| = |AC|+ |BE| =
= |AC|+ |CD|=a+0b. (1)




Je tudiz potreba dokazat, ze
|HD| = 2|AC| — |DF| =2a— (a+b) =a—0b. (2)
Z mocnosti bodu D ke kruznici k plyne
|HD|-|DF|=|AD|-|BD| =d(c—d)
coz je podle (1) ekvivalentni rovnosti

d(c—d)

HD| =
| | a+b

(3)
Porovnanim s (2) tak dostavame, Ze ma platit
d(c—d) = a® — b°. (4)

Pro D = K, kde K znadi stied tsecky AB (a zéroven patu kolmice z bodu C
na AB), je ¢ = 2d a posledni rovnost se tak zméni v Pythagorovu vétu pro trojihelnik
AKC. Pro D # K pak z Pythagorovy véty pouzité na trojuhelniky DKC a AKC plyne

o’ —b* = (|AK|* + |[KC|") — (IDK[* + |KC[*) = |AK|* — |[DK|* =
= ||AK| — |DK||(|AK| + |DK]) = d(c — d),

bez ohledu na polohu bodu D uvnit¥ AB. Tim je dokdzana rovnost (4), tudiz je dokézano
i tvrzeni tlohy.

Pozndmka. Rovnost (4) je pfimym disledkem Ptolemaiovy véty pouzité v tétivo-
vém lichobézniku DBFEC, jehoz obé thlopficky maji délku a, ramena délku b a zdkladny
délky ¢ — d a d.

JINE RESENI. Tak jako v predeslém feSeni vyuzijeme bod H a dokédzeme, zZe
|HF| = 2|AC|. Ptidame vsak dalsi dva body: bod I, ktery je obrazem bodu A ve stfedové
soumeérnosti podle C, a bod J, ktery je sttedem tsecky BI. Body C, E, J jsou kolinearni,
protoze usecka C'J je stfedni prickou v trojuhelniku ABI, a tudiz rovnobézna s tsec-
kou AB (obr. 6). Dokdzeme, ze AH F'I je rovnobéznik; z toho ihned vyplyne dokazované
tvrzeni. Jelikoz Al | HF, staci dokazat, ze AH || IF.
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Jelikoz |CA| = |CB| = |C1|, lezi bod B na Thaletové kruznici nad pramérem Al
takze tthel ABI je pravy. Bod E lezi na pruseciku os usecek BF' a BI, proto je stifedem
kruznice opsané trojuhelniku BFI. Pro thel FIB nad tétivou BF' této kruznice tak
mame |XFIB| = 1|<FEB| (vyuzivime, Ze bod F lezi v poloroviné opa¢né k BIA, coz
plati diky tomu, Ze osa SFE usecky BF protina polopfimku opa¢nou k BA). Plati tedy

|xFIA| =

|xBIA| + |<FIB| = (90° — |<IAB|) + | xFEB| =

=90° — |xIAB| + (180° — 2|xBFE|) = 180° — |xIAB| — |xBFH| =
= 180° — |<IAB| — |xBAH| = 180° — |xIAH|,

tudiz AH || IF. Tim je tvrzeni tlohy dokazéano.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

Pomoci pocitani velikosti tuhld dokazte, ze vysky v ostrothlém trojahelniku ABC se
protinaji v jednom bodé. [Oznaéme postupné D a E paty vySek z vrcholi A a B,
dale P prusecik tsecek AD a BE a X prusecik CP a AB. Dokézeme, ze pfimka CP
je kolma na AB. Ctyithelniky ABDE a CDPE jsou tétivové, protoze jejich vrcholy
lezi na Thaletovych kruznicich s priméry AB a CP. Proto thly BAD, BED, PCD
maji véechny stejnou velikost 90° — |< ABC/|. Uhel C X B, ktery dopoéitdme ze znamych
velikosti zbyvajicich Ghli v trojuhelniku CX B, je tedy pravy.]
Je déan ostrouhly trojuhelnik ABC s patami vysek D, E, F, které lezi postupné na
stranach AB, BC, CA. Obraz bodu F' v stfedové soumérnosti podle stfedu strany AB
lezi na pfimce DE. Urcete velikost tthlu BAC. [Slovenskd verze 57—-A-II-3, https:
//skmo . sk/dokument . php?id=214]
Je dén ostrouhly trojahelnik ABC takovy, ze |AC| # |BC/|. Uvnitf jeho stran BC a AC
uvazujme body D a F, pro néz je ABDE tétivovy ¢tyfuhelnik. Prasecik jeho ahlopficek
AD a BFE ozna¢me P. Jsou-li pfimky CP a AB navzijem kolmé, pak P je priusecikem
vysek trojuhelniku ABC. Dokazte. [56—A-1II-5; Ozna¢me M patu vysky z vrcholu C;
bod P lezi na tise¢ce C M. Uvazujme tsecku B’C, ktera je obrazem tsecky BC' v osové
soumérnosti s osou CM. Uhly CBP, CB’'P jsou diky symetrii shodné. Body A, B,
D, FE lezi podle zadéni na kruznici, proto thly CAP a CBP jsou shodné. Z boda A
a B’ je vidét usec¢ku C' P pod stejnym tithlem, navic jsou ve stejné poloroviné vzhledem
k ptimce CP, a tedy PCAB’ je t&tivovy ¢tyithelnik. Proto uhly B’AP, B'CP, BCP
maji vSechny shodnou velikost 90° — 5. Zbyva dopocitat velikosti (thla v trojihelniku
ADB a vidime, ze tthel ADB je pravy, proto P je prusecik vysek. KliGova idea tohoto
feSeni — vyuziti vhodné osové soumérnosti — je velmi uziteénd i v soutézni tloze.]
Je dén trojahelnik ABC a uvnitf ného bod P. Ozna¢me X prusecik pfimky AP se
stranou BC' a Y prusecik pfimky BP se stranou AC. Dokazte, ze Ctyfuhelnik ABXY je
tétivovy, praveé kdyz druhy prisecik (rtizny od bodu C) kruznic opsanych trojuhelniktim
ACX a BCY lezi na pfimce CP. [55—-A-II-3]
Uvnitf strany BC' ostrothlého trojuhelniku ABC' zvolme bod D a uvnitf tsecky AD
bod P tak, aby nelezel na téznici z vrcholu C. Pfimka této téznice protne kruznici
opsanou trojuhelniku CPD v bodé, ktery oznad¢ime K (K # C). Dokazte, Ze kruznice
opsand trojuhelniku AK P prochéazi kromé bodu A dalsim pevnym bodem, ktery na
vybéru bodt D a P nezavisi. [58—A-II-4]
V tétivovém ctyiuhelniku ABCD oznaéme L, M stfedy kruznic vepsanych po radé
trojuhelnikim BC A, BC'D. Déle ozna¢me R prusecik kolmic vedenych z boda L a M po
fadé na pfimky AC a BD. Dokazte, ze trojuhelnik LM R je rovnoramenny. [56—A-111-2]
V roviné, v niz je dana tsecka A B, uvazujme trojuhelniky XY Z takové, ze X je vnitinim
bodem tsecky AB, trojuhelniky XBY a XZA jsou podobné (AXBY ~ AXZA)
a body A, B, Y, Z lezi v tomto pofadi na kruznici. Najdéte mnozinu stfedt vSech
usecek Y Z. [63-A-111-2]
Jsou déany dvé kruznice k1(S1;71) a k2(S2;72), pficemz |S1S2] > r1 + r2. Uvazujme
libovolny trojahelnik ABC' s vrcholem A na kruznici k1 a vrcholy B, C na kruznici kg
zvolenymi tak, ze obé pfimky AB, AC jsou te¢nami kruznice k2. Najdéte

a) mnozinu stfedd kruznic vepsanych,

b) mnozinu priseciki vysek
vSech takovych trojthelnikt ABC. [57-A-III-2]
Vybornym materidlem (vhodnym i pro samostatnou pfipravu zakt) jsou kapitoly 2.1
a 2.2 ve Sbirce KMS dostupné na strance http://kms.sk/zbierka.



6. Reste v oboru redlnych cisel soustavu rovnic

k—a?=y,
k—y® =z,
k— 2% =u,
k—ul=z

s redlnym parametrem k z intervalu (0,1).

RESENI. Odeétenim t¥eti rovnice dané soustavy od prvni rovnice dostaneme
2 2 _ _
2¢—rt=(z—2)(z+2x)=y—u. (1)

Podobné z druhé a ¢tvrté rovnice dané soustavy vyjde

vy —ut=(y—u)(y+u) =z -z (2)
Ze vztahtu (1) a (2) pak plyne z = z, pravé kdyz y = u. Proto dale rozlisime dva pfipady
znacené jako a) a b).

a) Pfedpokladejme nejprve, ze © = z a y = u, tj. FeSeni dané soustavy rovnic
budeme hledat ve tvaru uspotadanych étveric (z,y,z,u) = (z,y,x,y) s nezndmymi
x a y. V tomto pripadé miizeme pivodni soustavu rovnic redukovat na soustavu dvou
rovnic o neznamych z, y ve tvaru

Odectenim jedné rovnice od druhé dojdeme po snadné tpravé k nésledujici rovnici
v soucinovém tvaru

(y—z)(y+z—-1)=0,

takze nastane jedna ze dvou (jak se ukaze ne zcela disjunktivnich) moznosti.
P1i prvni moznosti y — x = 0 prechazi redukovana soustava po dosazeni y = x
v jedinou kvadratickou rovnici
2?4+ —k=0.

Tato rovnice mé pro libovolnou hodnotu parametru k£ € (0, 1) (jak je vymezeno v zadani)
dva rtzné realné koteny, a to

—-1+V4k+1
5 .

T12 =

Zadana uloha ma proto nejméné dvé reseni

—1+v4k+1 —1—-Vidk+1

2 , Ty=yYr =22 =up = 2 (3)

T1=Y1 =21 =Ul =

P1i druhé moznosti  +y —1 = 0 se dosazenim y = 1 — z dostaneme od redukované
soustavy ke kvadratické rovnici

?—z+(1—-k)=0.
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Protoze jeji diskriminant je roven 4k — 3, ma uvedend rovnice realné kofeny pouze
v piipadé, kdy k = 3/4. Témito kofeny jsou realna cisla

_l+vIE-3 14k =3

T3 9 Tq4 = 9

Odpovidajici hodnoty y = 1 — = jsou pak

1—+v4k -3 1+ v4k -3
Y= ———"— a Y= —""—"™7—.
2 2

Pro nejmensi hodnotu k = 3/4 ovSem plati x3 = y3 = x4 = y4 = 1/2, takze zadné
nové reseni nezahrnuté do rozboru prvni moznosti x = y nedostavame — prichazime
znovu k prvnimu feSeni z (3), které samoziejmé odpovida parametru & = 3/4. Pro
ostatni mozné hodnoty parametru k dané odvozenou podminkou k& > 3/4 a omezenim

k < 1 méa zadand tloha dalsi dvé feseni

(a:,y,z,u) = («’1337937-’1337293) a (xay7zau) = (:1:4,y4,:1:4,y4). (4)

Tato dvé feSeni jsou diky nerovnostem x3 # x4, T3 # Y3 a T4 # y4 skuteéné navzajem
ruzna a odlisna od obou TeSeni z (3).

b) Nyni pfedpokladejme, ze x # z a y # u. V takovém piipadé mizeme po dosazeni
x — z ze vztahu (2) do levé strany rovnice (1) nasledné vydélit obé jeji strany nenulovym
¢islem y — u a ziskat tak rovnici

(x+2)(y+u)=—1. (5)

Vyuzijeme ji dale k jedinému zfejmému zaveéru: vsechna ctyfi cisla x, y, z, u nemohou
byt zaporna (v opa¢ném piipadé by totiz leva strana (5) byla kladnd). Proto je nékteré
z Cisel x, y, z, u nezaporné. Ukazeme-li vSak, ze diky zadanému predpokladu k € (0,1)
plynou snadno z rovnic ptvodni soustavy implikace

r120=>y20=220=>u=0=22=>0, (6)

bude odvozeny zavér o nezapornosti néktereho z cisel x, y, z, u znamenat nezapornost
vsech ¢tyr, a tak se dostaneme do sporu s jiz zminénym dusledkem rovnice (5). V pii-
padé b) tak zadana tloha nebude mit zadné Feseni.

Zbyvéa dokéazat napiiklad prvni z implikaci (6), dikazy ostatnich tfi totiz budou
analogické. Necht tedy = = 0. Ze ¢tvrté rovnice ptivodni soustavy plyne nerovnost x < k,
takze s ohledem na k < 1 mame 0 < 2 < k < 1. To v8ak znamen4, ze 22 < k, nebot t2 < ¢
pro kazdé t € (0, 1). Z odvozené nerovnosti #2 < k uz podle prvni rovnice soustavy plyne
y = 0, jak jsme chtéli dokézat. Rozbor pfipadu b) je tak hotov (s negativnim zévérem).

Zavér. V piipadé 0 < k < 3/4 mé zadané soustava pravé dvé feSeni, kterd jsou
dana vzorci (3), a v pfipadé 3/4 < k = 1 mé pravé ¢tyii feseni, jez jsou uréena vzorci
(3) a (4).

JINE RESEN{. UvaZzujme funkci f(x) = k — 22, pomoci které je mozné danou sou-
stavu rovnic zapsat jako f(x) = y, f(y) = 2z, f(2) = u, f(u) = z. Pokud postupné
dosadime do ¢étvrté rovnice teti, druhou a nakonec prvni, dostaneme f(f(f(f(x)))) = «,
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¢ili f4(x) = z. (Symbolem f* budeme oznacovat k-tou iteraci funkce f.V tloze tedy hle-
dame praveé takova realna ¢isla z, ktera jsou pevnymi body ¢tvrté iterace dané funkce f.)

VyfeSime obecnéjsi tikol: za téhoz predpokladu 0 < k < 1 jako v soutézni tloze
najdeme vsechna realna z takové, ze f2"(xr) = x pro dané pfirozené ¢islo n. Predpo-
kladejme, Ze ¢islo x tuto vlastnost mé, a pojdme o ném zjistit vice. Piedtim si vSak
poviimnéme, Ze s ¢islem z vyhovuje rovnici f2"(x) = z zfejmé i kazdé ¢islo fi(z), kde
i€{1,2,3,...,2n—1}.

Zacneme velmi uziteénym pozorovanim: funkce f je rostouci na intervalu (—oo, 0)
a klesajici na intervalu (0, 00), takze f(0) je jeji maximéalni hodnota. Ukazeme, Ze pro
kazdé hledané x z predchoziho odstavce plati:

(i) je-li x =0, jsou &isla f(z), f2(x),..., f>"1(x) nezdpornd;
(i) je-li x <0, jsou ¢isla f(z), f2(x),..., 2"~ () zdpornd.

Necht tedy = = 0. Jelikoz z = f2"(x), patfi  do oboru hodnot funkce f, proto
0 =<z £ f(0). Na intervalu (0, f(0)) je funkce f klesajici, proto f(x) = f(f(0)). Pfitom
f(f(0)) = f(k) =k —k* = 0 (nebot k € (0,1)), a tudiz i f(x) = 0. Opakovanim této
uvahy dostaneme tvrzeni (i).

Tvrzeni (ii) dokdzeme sporem. Pokud by nebylo pravdivé, spolu s < 0 by pro né-
jaké i € {1,2,...,2n—1} platilo f*(z) = 0. Pak by vsak podle dokazaného tvrzeni (i) —
s ¢islem x zaménénym za ¢islo f'(z) — pro viechna j € {i +1,i +2,...,i +2n — 1}
platilo f7(x) = 0, a to je pro j = 2n spor: 0 > x = f2"(z) = 0.

Nyni uz jsme k fegeni rovnice f2"(x) = x plné ptipraveni. Pro prehlednost nejdiive
uvedeme vycet pripadi, na které cely postup rozdélime:

a) (1) =2; b) f(@)£rar<0; o f(@)£ras0,

a) Kofeny kvadratické rovnice f(x) = x nés (stejné jako v prvnim feSeni) pfivedou
k dvéma fesenim z1, = (—1 + 4k +1).

b) Z predpokladu x < 0 podle tvrzeni (ii) plyne, Ze vSechna ¢isla f(x) jsou zaporna.
Protoze funkce f je na (—o0,0) rostouci a predpoklad f(z) # z znameni, Ze je bud
f(x) < x nebo f(x) > =z, v piipadé f(r) < x dostaneme postupné f?(z) < f(z),
3(z) < f2(2), atd. az f2"(x) < f2*~(x), tedy dohromady

x> f(z) > fA2) > fPx) > ... > [ (2),

zatimco v pripadé f(x) > = dostaneme podobné

< fx) < fAx) < f2x)<...< f2(2).

V obou piipadech jsme se dostali ke sporu s rovnosti f2"(z) = z, takze v piripadé b)
zéddné teseni posledni rovnice neexistuje.

¢) Z predpokladu x > 0 podle tvrzeni (i) plyne, Ze vSechna ¢isla f?(z) jsou nezapor-
na. Protoze funkce f je na intervalu (0, co) klesajici, je pfedpoklad f(x) # x k odvozeni
zavéri podobnych tém z pripadu b) nedostacujici, budeme k nim potifebovat porovnani
¢isel f2(x) a x, rozlisime tedy tii moznosti f?(z) < x, f2(z) =z a f3(z) > z.

Je-li f2(x) < x, dostavame postupné f3(x) > f(z), f4(x) < f%(x), atd. az dojdeme
ke spornému zavéru, ze

x> f2(x) > fAz) > ... > 7 (x).
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Podobné z f2(x) > x odvodime sporny zaveér

r < f2(x) < fHx) < ... < ().

Zbyvéa tak jedind moznost, ze totiz f2(x) = xz.! Mnohoclen f2?(z) —x = k —
— (k—2?)? — z je sice ¢tvrtého stupné, pomtize nam vsak, Ze zndme dva z jeho ko-
fenti: pokud totiz plati f(x) = =z, plati i f?(z) = x. Protoze kofeny mnoho¢lenu

f(@)—z = k—2?—,tj. &islazy o = 3(—1++/4k + 1), jsou pro libovolné k € (0, 1) realné
a navzdjem rtizné (nebot x; = 0 > x3), dochézime k zavéru, ze mnoho¢len f2(z) — x
musi byt ndsobkem mnoho¢lenu f(z)—z. Rutinnim vydélenim ziskdme potfebny rozklad

k—(k—a2®? —z=(k-2?-2)(2*—z+1-k).
f2(;r)—37 f(;)r—:c

Ptipadné nezéporné kofeny rovnice f2(x) = z (rfizné od z;) tak najdeme Fesenim
kvadratické rovnice 2% — z + 1 — k = 0. Jsou to &isla x5 4 = (1 £ v/4k — 3), a to pouze
v pfipadé, kdy 3/4 < k < 1 — viz diskusi v prvnim feSeni, kterou zde vynechame. To
jsou i jedina Feseni rovnice f2"(x) = x v piipadé c).

Shrneme vysledky nasich tvah: Rovnice f2"(x) = x pro funkci f(z) = k — 22 s pa-
rametrem k € (0,1) a danym pfirozenym ¢islem n ma v oboru redlnych ¢isel v pripadé
0 < k < 3/4 pravé dvé feseni z1 o = 2(—1£+/4k + 1), v pfipadé 3/4 < k < 1 pak feseni
pravé ¢tyfi — kromé uvedenych x5 jesté 34 = 3(1 £ v/4k — 3). (Mnozina kofeni je
tak nezavisld na stupni 2n dané iterace.?)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete viechny hodnoty redlného parametru p, pro které ma rovnice p(z? + = + 4) =
= 2z pravé jedno realné feseni. [Dand kvadratickd rovnice mé pravé jedno realné feseni
tehdy, je-li diskriminant roven nule neboli kdyz (p — 2)? — 16p? = 0. To nastane pro
p € {—2/3,2/5}. Pro p = 0 dostaneme linearni rovnici téz s jednim feSenim.]

N2. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

ar +y =2,
T —y = 2a,
r+y=1

o neznamych z a y a redlném parametru a. [58-B—S—1]
N3. V oboru readlnych ¢isel vyreste soustavu

V2 +y2=2+1,
Vy2+z22=z+1,
V22 +22=y+1.

[60-B-I-1]
N4. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

Vrz—y=z-1,
VyZi—z=xz-1,
Vz22—z=y—1

[59-A-T-1]

1 Zduraznéme, Ze jsme se v tomto okamziku ,zbavili“ prirozeného &isla n. Dokézali jsme totiz, Ze
kazdé nezaporné feseni rovnice f2"(z) = = musi byt feSenim rovnice f2(x) = x (neni-li dokonce
samo FeSenim rovnice f(z) = z).

2 Dodejme, ze podanou metodu Feseni nelze uplatnit na rovnici f™(z) = z, je-li n liché éislo vétsi
nez 1, kdy selhava podany rozbor pfipadu c). Numerické vypoéty ukazuji, ze takové rovnice maji
kromé korent x1,2 dalsi kladné koreny, které zaviseji na hodnoté n.
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N5.

N6.

N7.

D1.

D2.

D3.

V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

Ve—y2=2z-1,
Vy—z2=2-1,
Vz—z2=9y-—1.
[69-A-S-1]
Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) kladnych redlnych &isel, které vyhovuji soustavé rovnic

avb—c=a,

byv/c—a =b,

cva—b=c
[69-CPS—1, https://www.skmo.sk/dokument . php?id=358]
Vyfteste soustavu rovnic k + 22 = y, k + y?2 = = s realnym parametrem k. [Rovnice
od sebe odectéte, vyslednou rovnost upravte na soucinovy tvar (x —y)(z +y + 1) =
= 0 a rozliste, ktery z Ciniteld je nulovy. Pfi shrnovani vysledkd nezapomeiite, ze pro
nékteré k mohou byt oba ¢initelé nulovi.]
V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

r+y=1,

r—y=a,

—4am+4y:z2—|—4

o nezndmych z, y, z a redlném parametru a. [58-B-II-1]
V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

a(b® + ¢) = c(c + ab),
b(c? + a) = a(a + be),
c(a? +b) = b(b + ca).

[64—-A-I11-4]
Urcete vSechny trojice (z,y, z) kladnych realnych &isel, které vyhovuji soustavé rovnic

223 = 2y(z? + 1) — 1(22 4+ 1),
2y* = 32(y° + 1) — 2(z® + 1),
225 = 42(22 +1) — 3(y* + 1).

[67-CPS—1, https://www.skmo.sk/dokument . php?id=79]
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