66. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢4sti skolniho kola kategorie A

1. Cislo 2016 je nasobkem 9, proto vysledné ¢islo musi mit ciferny soucet délitelny 9.
To nastane, prave kdyz i vkladané ¢islo bude mit ciferny soucet délitelny 9 neboli to bude
nasobek deviti. Vyzkousime postupné kladné nasobky c¢isla 9 od nejmensiho: ¢isla 9, 18,
27 nevyhovuji (namisto pfimého déleni ¢islem 2016 se staci presvédcit, ze ¢isla 20916,
201816 ani 202716 nejsou — podle svych poslednich ¢tyic¢isli — délitelnéd ¢islem 16,
zato ¢islo 2016 ano), ale 203616 = 2016 - 101. Hledanym nejmensim ¢islem je tedy 36.

Pozndamka. Protoze 2016 je nasobkem Sestnécti, lze postupné hledani nejmensiho
vyhovujiciho cisla také zalozit na nasledujicim zifejmém poznatku: ¢islo s poslednim
dvojéislim 16 (tj. ¢islo tvaru 100k + 16) je délitelné Sestnécti, pravé kdyz je jeho pred-
posledni dvoj¢isli (tedy posledni dvojéisli ptislusného k) délitelné ¢tyimi.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu (i v pfipadé, Ze neobsahuje tvahy o délitelnosti ¢isly 9 ani 16: je mozné

napt. postupné vkladat éisla 1,2, ..., 36). Netplné feseni: 3 body za zdiivodnéni toho, ze vklddané &islo
musi byt délitelné deviti, resp. ¢tyimi; 1 bod za ovéfeni, ze Cislo 36 splnuje podminku ze zadani.

2. Mala ¢isla n vylou¢ime postupné nasledujicimi tivahami.

Vytvorené tii mnoziny museji mit navzajem rtzné pocty prvki, a to je mozné jen
pron=1+2+3=6.

Pro n = 6 bude v nejmensi mnoziné jen jeden prvek, proto soucet jejich prvkt
bude nejvyse 6. Pritom soucet péti ¢isel mimo tuto mnozinu je alespon 15, takze soucet
prvkl nékteré ze zbylych dvou mnozin je alespon 8, tudiz vétsi nez cislo z jednoprvkové
mnoziny, coz odporuje pozadavku tlohy. Podobnou tivahou vyloucime i ¢isla n = 7
a n = 8, pro néz také jedno c¢islo musi tvorit celou jednu mnozinu.

Pro n =9 je hledané rozdéleni napt. {9,8}, {7,6,3}, {5,4,2,1}.

Pro n = 10 museji byt v nejmensi mnoziné dva prvky, jejich soucet je nejvyse 19.
Pritom soucet ostatnich cisel je 36, a jelikoz soucty prvka zbyvajicich dvou mnozin
nejsou stejné, musi jeden z nich byt alespon 19, coz dava spor. Podobné odvodime spor
ipron=11.

Nyni popiseme vyhovujici rozdéleni pro kazdé ¢islo n = 12, které podle déleni tiemi
se zbytkem zapiSeme ve tvaru n = 3k + r, kde k =2 4 a r € {0,1,2}. Pocty prvki tii
mnozin zvolime v rostoucim potadi k — 1, kK a kK + r + 1, kdyz do prvni mnoziny M;
zafadime k—1 nejvétsich ¢isel z {1,2,...,n} (tedy ¢isla od n—k+2 do n véetné), druhou
mnozinu My pak sestavime z k predchozich nejvétsich ¢isel (tedy z ¢isel od n — 2k + 2
don —k+1) azbylych k + r + 1 nejmensich ¢isel pak vytvofi mnozinu M.

Protoze vSechna c¢isla z My jsou vétsi nez vSechna ¢isla z mnoziny Mg, kterd ma
pouze o 1 prvek méné nez My, staci ukazat, Zze soucet tii nejvétsich cisel z My je vétsi nez
soucet CtyT nejmensich cisel z Mo, a bude jasné, Ze takova nerovnost plati i pro soucty
vSech ¢isel z My a My. Zminéna tii a ¢tyii ¢isla skuteéné existuji (nebot k = 4) a potfebna
nerovnost n+(n—1)+(n—2) > (n—2k+2)+ (n—2k+3)+ (n—2k+4) + (n — 2k + 5)
je ekvivalentni nerovnosti 8k — n > 17, jez po dosazeni n = 3k + r prejde v nerovnost
5k > 17+ r. Ta plati, nebot 5k = 20 a 17+ < 19. Podobné vysvétlime, Ze mnozina My
ma veétsi soucet prvkd nez mnozina Mg, jez méa oproti My o r + 1 prvka vice: dvé
nejvétsi ¢isla v My maji uréité soucet vétsi nez r + 3 nejmensich ¢isel v M3, nebot
m—k+1)+(n—k)=2Bk+r—k)+1=4k+2r+1217>15=1+2+3+4+5.

Uloze vyhovuji vechna cela ¢islan > 12 an = 9.



vevs

Predpokladejme tedy, Ze pro né€jaké kladné celé cislo n pozadované rozdéleni existuje.
Oznac¢me jednotlivé mnoziny My, My a M3 v poradi podle jejich rostouci mohutnosti.
Oznacime-li p pocet prvkt v mnoziné M;, jez mé soucet prvki nejvétsi, bude platit
p+(p+1)+(p+2) =n, tedy .
p = 3 1. (1)
Druhou dtlezitou nerovnost ziskdAme pozorovanim, ze soucet s; prvkia v My je nej-
visen+(n—1)+...+(n—p+1) = 1p(2n— p+1) a zéroven musi byt v&tsi nez soudty
prvki s, a s3 ve zbylych dvou mnozinach. S ohledem na celociselnost téchto tii souctt
dostavame

1424+ ...4n=s1+82+s3=s1+(s1—1)+(s1 —2) =3s1 — 3,
tudiz %n(n + 1)+ 1 £ s;1. Porovnanim obou odhadt pro s; dostaneme nerovnost
in(n+1)+1< ip@2n—p+1)

neboli
n? 4+ n(1 —6p)+3p* —3p+6 0. (2)

Je-li p = 1, plati dle (1) n = 6 a (2) se redukuje na nerovnost n? — 5n + 6 < 0,
ktera vSak pro zadné n = 6 neplati.

Je-li p = 2, plati dle (1) n = 9 a (2) se redukuje na nerovnost n? — 11n + 12 < 0,
kterd neplati pro zadné n = 10. Pfipad p = 2 je tak mozny jediné pro n = 9, jez
skute¢né vyhovuje (viz ptivodni feseni). Pro dalsi vyhovujici n proto musi byt p = 3,
tedy podle (1) n = 12.

Nyni jinym zptisobem ukézeme, ze mnoziny M;, My, M3 sestrojené v ptvodnim
feSeni pro kazdé n = 12 vyhovuji, a to pfimym vyjaddienim odpovidajicich rozdili s; — s
a S — S3, 0 nichz mame ukazat, ze jsou oba kladné. Vyuzijeme k tomu opét vyjadreni
n = 3k + r a prvky navrzenych mnozin zapiSeme do radki v klesajicim poradi:

My : 3k+r 3k+r—1 ... 2k+r+2

My: 2k+7r—+1 2k +1r o, k4+r+3 k+r+2

Mg: k+r+1 k+r r+3 r—+2 r+1
(T¥i tecky v poslednim Fadku znamenaji ¢isla r,...,1 v pfipadé r > 0.)

Vsimnéme si, ze pod sebou zapsané prvky mnozin M; a My maji tyz rozdil, rovny
¢islu k — 1. Takovych dvojic je k — 1, pfitom v mnoziné My je ,navic“ posledni (k-té)
¢islo k + r 4+ 2. To vede k prvnimu ze vzorct

r—+1
31_82:(k_1)2_(k+r+2)7 82_53:k2_2j7
j=1

druhy vzorec se dokdze podobnou tvahou o prvcich mnozin My a M3, rovnéz zapsanych
pod sebou. Ze jsou oba ziskané rozdily za predpokladi k = 4 a r € {0,1,2} kladné, je
ziejmé:

s1—822(k—12—(k+4)=k(k—-3)-324-1-3=1,

s9—s3 2k —(14+2+3)=4*—6=10.



Za Uplné feseni udélte 6 bodu rozdélenych takto:

2 body za dtikaz neexistence rozdéleni pro n < 12, n # 9 (pokud diikaz pro nékteré n chybi, dejte za
tuto ¢ast nejvyse 1 bod; pokud Fesitel vylouéi pouze pfipady n < 6, tak 0 bodi);

1 bod za dukaz existence vhodného rozdéleni pro n = 9;

3 body za diikaz existence vhodného rozdéleni pro n = 12 (v netiplném fFeSeni nejvyse 1 bod za popis
vyhovujictho rozdéleni, pokud chybi zdtivodnéni spravnosti).

3. Po dosazeni délek useki AE, AD, BE, C'D vyjadrenych pomoci délek b a ¢
stran trojihelniku ABC' a kosinu thlu o = |<BAC| do rovnosti ze zadani dostaneme

becosa - ccosa = (¢ — beosa)(b — ccos ),

neboli be = (b? + ¢?) cos a. Odtud

be <1
b2 +¢2 = 27

COS &x =

kde posledni nerovnost je pro libovolna kladna ¢isla b a ¢ ekvivalentni zfejmé nerovnosti
(b—¢)? = 0 (Ize se rovnéZ odvolat na AG-nerovnost pro dvojici éisel b2 a c¢?). Dokézali
jsme tak, ze pro thel «a libovolného trojihelniku ABC' vyhovujiciho zadani tlohy plati
cosa = 1/2 neboli o 2 60°. Protoze ke zminénym vyhovujicim trojuhelnikiim ziejmé
patiii kazdy rovnostranny trojihelnik (v némz jsou totiz AE, AD, BE, C' D ¢tyfi shodné
tsecky), je a = 60° hledané minimum.

Jiné feSeni. Oznacme délky useku AE, EB, AD, DC postupné p, q, r, s. Podle
predpokladu ze zadani plati pr = ¢s. Z mocnosti bodu A k Thaletové kruznici nad
prumérem BC', ktera prochazi body D a FE, pro délky téchto tsekii dostaneme

p(p+q) =r(r+s).

Po vyjadfeni s = pr/q z prvniho vztahu, dosazeni do druhého a po zjednoduseni dosta-
neme pq = r2. Ozna¢me S stied strany AB a c jeji délku. Plati

C C2

c
r? = pq = |AE|-|BE| = (% +|SE|) (5 — ISEl) = 5 - SEI*,
2 2 4
proto 72 < ¢?/4 neboli r/c £ 1/2. Podil r/c = |AD|/|AB| je vsak z pravouhlého
trojuhelniku ABD roven kosinu zkoumaného tthlu BAC', takZe jsme odvodili stejnou
nerovnost jako v ptivodnim feseni, jehoz zavér jiz opakovat nebudeme.

Jiné reseni. Jesté jednim, ponékud pracnéjsim algebraickym vypoctem odvodime
klicovou nerovnost cosa < 1/2 pro uhel a = |xBAC| kazdého trojuhelniku ABC
vyhovujicitho zadani tlohy. Vyjadiime obecné délky tsekt AF, AD, BE, C'D pomoci
délek stran trojuhelniku ABC' (standardné oznacéenych a, b, ). Diky kosinové vété plati

2 12 _ g2 2 2 _ 2
|AE|=|AC’|-cosa:b-C+ R § ¢

2bc 2c
a analogicky také
b2+ c? —a? c? +a?—b? b2 +a? — c?
AD| = ——— BE| = ——— CD| = ——.
‘ ‘ 2b ’ ‘ | 2¢c ’ ‘ ’ 2b



Dosazenim ziskanych rovnosti do vztahu ze zadani a jeho nasledném vynasobeni spolec-
nym jmenovatelem 4bc dostaneme polynomickou rovnost, kterou nyni zapiseme a upra-
vime:

(b2 + 2 —a2)2 _ (a2 _p2 +02)(a2 4 b2 _02)’
at + v+t — 2a2(b2 + 02) +20%c? = ot — (b2 — 02)2,
2(b* + ) = 2a2(b* + ¢?),
, bttt

YT et

Takto uréenou hodnotu a? dosadime do jiz d¥ive uzitého vyjadieni cos a:

b2 2 bt + ¢
cosa:b2+02_a2: +C_b2+c2: be 1
2bc 2bc b2 4+c¢c2 = 27

Za 1plné feseni udélte 6 bodt, z toho 5 bodli za zdiivodnéni a = 60° a 1 bod za vyslovnou zminku
o tom, %e rovnostranny trojihelnik vyhovuje zadani. Netplné feseni: za odvozeni nerovnosti cosa £ 1/2
davejte 4 body; za odvozeni rovnosti, ze které je mozné bez dalsich geometrickych tivah shora odhadnout
velikost cos a, nejvyse 2 body (pokud tento odhad chybi). Za trividlni pouziti kosinové véty, ze kterého
fesitel neodvodil vztah umoznujici horni odhad velikosti thlu «, je 0 bodu.



