66. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. Uvazovana trojice zlomki je symetrickd v tom smyslu, ze nahradime-li trojici
celych ¢isel (a,b,c) jejich libovolnou permutaci, dostaneme zase (az na poradi) tutéz
trojici zlomki. Stejné tak, nahradime-li ¢isla a, b, ¢ Cisly opa¢nymi. Tato skutecnost
nam usnadni nasledujici rozbor ptipadi.

Predpokladejme tedy, ze ¢isla a, b, ¢ jsou takova, ze vSechny tii uvazované zlomky
maji celoc¢iselnou hodnotu. Pokud se mezi nimi nachazi nula, staci bez ijmy na obecnosti
vySetfit pfipad a = 0. Po dosazeni do uvazovanych zlomkt dostéavame, ze zlomky b/c
a c¢/b maji celo¢iselnou hodnotu. Odtud plyne, Ze b i ¢ jsou nenulovd a je |b] = ||
a zaroven i |c| 2 |b|, proto ¢ = +b. Navic ¢islo b + ¢ je jmenovatelem prvniho zlomku,
proto b+ c # 0, takze musi byt b = ¢. Celkové tak dostavame (zjevné vyhovujici) trojice
(0,¢,¢) a jejich permutace pro kazdé nenulové celé ¢islo c.

Zbyva vytesit pripad, kdy abc # 0.

Vzhledem k pozorovani z prvniho odstavce budeme predpokladat, ze alespon dveé
z Cisel a, b, ¢ jsou kladna. Pokud by byla kladné vSechna tfi, bude zlomek, ktery ma
v Citateli nejmensi z ¢isel a, b, ¢, lezet mezi 0 a 1, takze nemiize mit celoc¢iselnou hodnotu.

Necht tedy a, b jsou kladna ¢isla a ¢ = —d pro kladné d. Po dosazeni do zadéani
dostaneme, ze zlomky

a b d
d—b" d—a a-+b

maji celoéiselnou hodnotu. Z posledniho z nich je jasné, ze d = a + b. Proto mé prvni
zlomek kladny jmenovatel, a protoze jeho hodnota je celé ¢islo, musi platit a = d — b
neboli d < a+b. Je tudiz d = a+ b neboli ¢ = —a — b a dostavame tak v souhrnu trojice
(a, b, c) nenulovych éisel, pro které plati a + b+ ¢ = 0. VSechny takové trojice vyhovuji,
nebot hodnota v8ech t¥i uvazovanych zlomku je pro né rovna —1.

Odpoved. Uloze vyhovuji véechny trojice (0, ¢, ¢), (c,0,¢) a (c, ¢, 0), kde ¢ je nenulové
celé ¢islo, a vSechny trojice (a, b, ¢) nenulovych celych éisel, pro néz plati a + b+ ¢ = 0.
Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Pokud chybi zminka o nékteré z vyhovujicich trojic (nap¥. se nikde ne-
zmifuje jind permutace trojice (0, ¢, ¢)), udélte nejvyse 5 bodu. Netplné feseni: za uplné FeSeni pfipadu,
kdy je jedno z cisel a, b, ¢ rovno 0, dejte 2 body; za vyfeseni pfipadu, kdy a, b, ¢ jsou nenulova, dejte
4 body, z toho 1 bod za pouhé vylouceni pripadii, kdy vSechna cisla a, b, ¢ jsou kladné, nebo zaporna.
Za pozorovani z prvniho odstavce o permutacich trojic a zméné znamének, pokud nevedou k vyfteseni

jednoho z uvedenych dvou pfipadti, body nedavejte. Za nalezeni vSech Feseni (bez zdtivodnéni, proc¢
jind jiz neexistuji) dejte 1 bod.

2. Kruznice, jejiz casti je polokruznice ¢, je obrazem kruznice p ve stejnolehlosti
se stfedem M a koeficientem 1/2, takze bod @ je stfedem tsecky RM. Protoze oba
trojuhelniky, pomér jejichz obsahii nas zajiméa, maji navic shodné thly pti spolecném
vrcholu @, je
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Ozna¢me |[KM| = r, |ML| = z, |PA\L| = d1, |QL| = d2 (obr.1). Ze soumérnosti
bodit P, P, podle KM pak plyne |P,L| = |P,L|, takze |P,Q| = dy — ds. Oznacime-li
M’ druhy krajni bod priméru kruznice p s krajnim bodem M, je trojahelnik M'M P;



pravouhly. Z Eukleidovy véty pro jeho vysku P;L dostavame d3 = x(2r — z) a podobné
pro vysku QL pravothlého trojuhelniku KQM plati d3 = z(r — z). Je tedy

ﬁ |PQ|  di+dy (dy + d3)? B x(2r—$)+x(r—x)+2\/x(2r—x)-a:(r—:z:)
So  |PQ|  di—dy  dP-di T
C3r—2042y/(2r —2)(r —x)
r

Na vysledny vyraz se lze divat jako na funkci proménné x s parametrem r. Na
intervalu (0, r) je tato funkce klesajici (obé funkce 3r —2x i (2r —x)(r —x) jsou klesajici),
proto nabyva maximum 3+ 2v/2 pro = 0 a minimum 1 pro = r. Jelikoz podle zadani
x € (0,7), plati 1 < Sy : Sy <34+2v2=3+/8.

Obr. 1

Jiné reseni. Body P, R, P;, M lezi v tomto poradi na kruznici p, proto maji tthly
M P, P, a M RP> stejnou velikost. Shodné jsou i vrcholové tthly PiQM a P,QR. Podle
véty wu jsou tudiz trojuhelniky M P Q) a P>, R(Q) podobné, takze pomér jejich obsahi je
Etvercem poméru délek odpovidajicich si stran MQ a P>Q. Protoze 3++1/8 = (1 + \/5)2,
je tak nasim cilem dokazat nerovnosti

|MQ)|
1<|P2Q\<1+\/§' (1)

Ozna¢me opét x = |LM| a r polomér kruznice p, takze | K L| = r—x (obr. 1). Vyuzi-
jeme toho, zZe trojuhelnik K QM je pravouhly, proto pro jeho vysku L(Q) a odvésnu M@
podle Eukleidovych vét plati [LQ| = /x(r — z) a |[MQ| = /rz. I trojuhelnik KLP,

je pravouhly, proto podle Pythagorovy véty |LPy| = /12 — (r —x)? = /z(2r — x).



Dostéavame tak

(M@l M@l Vre _ NG
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Diky nerovnostem 0 < x < r pro citatel posledniho zlomku plati odhady

V2 —r = < N2 — x4+ —x < V2 + /1,

které uz bezprostfedné vedou k nerovnostem (1).

Pozndmka. Nerovnost S : So > 1 plyne rovnou z pfedpokladané nerovnosti | P; Q| >
> | P,Q)|, protoze pak zfejmé plati S; > S(LM Py) = S(LM Py) > S(MQP;) = Sa, nebot
RQ| = QM|
Za uplné teseni udélte 6 bodu, z tqho 2 body za dikaz nerovnosti 1 < S : S2 a 4 body za dukaz
druhé nerovnosti S7 : S2 < 3 + /8. Reseni s drobnymi nedostatky v diikazech (chybi pot¥ebna zminka,
o ekvivalenci nerovnosti; numerickd chyba v zavéru dukazu apod.) hodnotte 5 body.

Hodnoceni netplnych feseni:

> 1 bod za vyjadfeni hodnoty Si : S2 pomoci délek tse¢ek — atf uz tvahou o stejnolehlosti (prvni
feSeni), na zékladé podobnosti trojuhelnika M P1Q a P2 RQ (druhé feseni) nebo jinak (pokud chybi
zminka o dusledcich podobnosti ¢éi stejnolehlosti pro vypocet poméru obsahi, body nedévejte);

> dal$i 1 bod za vyjadfeni poméru Si : Sg jako funkce jedné redlné proménné;

> nejvysSe 2 body za feseni, kde neni prokazéna ani jedna ze zadanych nerovnosti.

3. Danou soustavu vyfesime a vypiSeme vSechna feSeni, abychom néktera reseni
nepocitali vickrat.

Nejprve zvazime moznost x = y = z. V takovém pripadé€ se soustava redukuje na
jedinou rovnici (k + 2)z? = z. ReSenim dané soustavy je trojice (0,0,0) pro libovolné k
a navic trojice (%ﬁ, k—JlFQ, ﬁ”) v pripadé k # —2.

Vratme se k dané soustavé rovnic. Odectenim druhé rovnice od prvni dostavame

(2 =2+ ky(zr—2)=z2—2x

neboli
(x—z)(x+2z+ky+1)=0. (1)

Podobné odectenim tieti rovnice od druhé vyjde
(y —x)(y+x+kz+1)=0. (2)
V ptipadé = # y # z # x se tak rovnice (1) a (2) redukuji na

r+z+ky+1=0,
y+zrz+kz+1=0.
Odectenim téchto dvou rovnic dostaneme (y — z)(k — 1) = 0, takZe musi byt £ = 1

ar+y+ z=—1. To vsak nemiize platit, protoze pro k = 1 vychazi

2 32
z:x2+my+y2=<x+g> +i§0

4
a obdobné x = 0 a y = 0, takze dohromady = +y + z = 0.



Zjistili jsme, ze v kazdém TesSeni zadané soustavy maji nékteré dvé neznamé stejnou
hodnotu. JelikoZ soustava je cyklicka, budeme dale predpokladat = # y = 2z, nebot
piipad = y = z jsme uz vyftesili. Z rovnice (1) za téchto predpokladi vyplyva, ze
r+vy+ky+1=0neboli z = —(k+ 1)y — 1, a piivodni soustava se tim redukuje na
jedinou rovnici

(k+2)y* +(k+1y+1=0. (3)

Jesté dodejme, Ze feSenim rovnice (3) nedostaneme zadné z jiz nalezenych FeSeni,

protoze rovnost © = y neboli y = —(k + 1)y — 1 je moZnd jen pro k # —2 a dava
x=y=2z=—1/(k+2), coz mezi feSeni dané soustavy nepatii.

Pro k = —2 je rovnice (3) linearni s jedinym feSenim y = 1, k némuz dopocitdme

x = 0. Resenimi dané soustavy jsou t¥i permutace trojice (0, 1,1).
Pro k # —2 je rovnice (3) kvadratickd a ma realné feseni, pravé kdyz
D=(k+1)?—4k+2)=k*>-2k—-720
neboli pravé kdyz k ¢ (1 — 2v/2,1 + 2v/2), jak zjistime vyfesenim vysledné kvadratické
nerovnice pro k. ReSeni je tedy jediné pro k = 1 & 2v/2, pfi¢emz
k+1 (k+1)?
S 2 a S G
N= 9%+ 2) vz =50k +2)

Resenim piivodni soustavy tak jsou tii permutace trojice (xq, yo, %o)-
Pro k € (—o0, —2) U (—2,1 — 2v/2) U (1 + 2v/2, 00) ma kvadratické rovnice (3) dvé

ruzna reseni
k- 1+VEZ -2k -7
y1,2 - Q(k + 2) 9
pro kterad dostaneme dvé rtizné hodnoty 12 = —(k + 1)y12 — 1. Resenimi ptivodni
soustavy tak jsou t¥i permutace trojice (z1,y1,¥1) a tii permutace trojice (z2,ys2,y2).

V zéavérecné tabulce uvadime celkovy pocet feseni dané soustavy v zavislosti na k:

interval pro k (0,0,0) (k+L2’ k+r2’ k:+r2) rovnice (3) celkové

(—o0, —2) 1 1 6 8
—2 1 0 3 4
(—2,1—2V2) 1 1 6 8
1-2v2 1 1 3 5
(1—2v2,1+2V2) 1 1 0 2
1+2V2 1 1 3 5
(1+2v2,00) 1 1 6 8

Za uplné feseni udélte 6 bodti, z toho 1 bod za vyfeSeni pripadu x = y = z, 2 body za dtkaz neexistence
FeSeni v pfipadé = # y, y # %, z # = a 3 body za zbyvajici pfipad (z toho 1 bod za vyfeseni situace
k = —2). Za drobné nedostatky (nespravné uréené kofeny trojélenu k2 — 2k — 7, nesprévné dopodétend
hodnota z z hodnoty y apod.) strhnéte dohromady jen 1 bod. Vypisovat vSechny trojice fesici danou
soustavu neni v aplném feseni nezbytné, pokud je v postupu zdtivodnéno, Ze trojice odpovidajici feSenim
rovnice (3) nejsou tvofeny tfemi stejnymi éisly. Pokud toto zdivodnéni v jinak Gplném fesSeni chybi,
udélte 5 bodi. Pokud jedina chyba pfi urceni poctu feseni je opomenuti permutaci proménnych, strhnéte
1 bod.

Za uhodnuti feSeni (byt ovéfené zkouskou) nedavejte zadné body, pokud neni zcela vyfesen ani
jeden ze zminénych tii pfipadd (vCetné zdlivodnéni, Ze jind Feseni uz neexistuji). Postup, kdy FeSitel
pro nékterou hodnotu k uhodne mnozinu feseni a dokaze, ze vice feSeni pro dané k neexistuje (napft.
pomoci redukce soustavy na polynomidlni rovnici pro jednu z nezndmgych): pokud neni ani naznaceno,
jak lze pomoci tohoto postupu urcit, jak se méni pocet feseni soustavy v zavislosti na k, udélte 1 bod;
jinak nejvyse 6 bodu v zavislosti na tom, kolik z podstatnych intervald pro k (viz tabulku v zavéru
uvedeného FeSeni) umoznil tento postup vyfesit.



4. Ozna¢me K prusecik tseéek F'G a AFE a L prusecik EH a AF (obr. 2). Z rovnosti
obvodovych thla nad tétivou AF (body A, G, E, F lezi v tomto pofadi na kruznici
opsané trojuhelniku AEF) plyne, ze

|XAGF| = |xAEF| = 90° — | xDAE| = 90° — |<xGAE)|
neboli
|<XAGF| + |<GAE| = 90°,

takze
| XAKG| =180° — (|xAGF| + |xGAE|) = 90°.

Usecka FK je tudiz vyskou trojuhelniku AEF. Analogicky dokéZeme, %e i EL je jeho
vyskou, a proto prisecik piimek FK a EL je ortocentrem trojihelniku AEF, kterym
prirozené prochazi i jeho tieti vyska AD.

A

Obr. 2

Jiné reSeni. Ozna¢me M dalsi prusec¢ik polopfimky AD s kruznici k opsanou

trojuhelniku AEF (obr. 2). Jelikoz AE je osou uhlu GAM, jsou shodné obvodové tihly
GAFE a EAM v kruznici k, a proto jsou shodné i jeji tétivy GE a E M, a tudiz i obvodové
uhly GFE a EFM. Prusecik pfimek FG a AM je tedy obrazem bodu M v osové
soumérnosti s osou E'F'. Stejnou tivahu miizeme udélat i pro prisecik piimek FH a AM,
proto museji byt oba priseciky totozné.
Za aplné feseni udélte 6 bodl. Kromé postupu v prvnim fesSeni lze vyuzit i rovnost obvodovych thld nad
tétivou GE a ukézat, ze body A, K, D, F lezi na kruznici s pramérem AF'. Za hypotézu (neodtivodnéné
pozorovani), ze F'G L AE (resp. EH L AF), davejte 2 body, pokud fesitel zdivodni, Ze to staci
k vyfeseni tlohy (napf. ivahou o pruseéiku vysek trojuhelniku AEF), jinak jen 1 bod. Resiteli, ktery
pracuje s bodem M z druhého feSeni a zdtvodni, ze E je stied oblouku GM (nebo ze F je stfedem
oblouku H M), nedostane se vSak dale, dejte 2 body (samotné zavedeni bodu M nebodujte).



